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PREFAZIONE 


Lo scopo che questo libro sì propone è di consentire al 
lettore, dotato della necessaria preparazione, d’impadronirsi, 
nel modo più semplice e facile possibile, della teoria delle 
funzioni ellittiche, in modo da poterla poi, senza difficoltà, 
applicare a problemi concreti, e in ispecie a quelli posti 
dalla Fisica e dalla Tecnica, spingendosi fino alla effettiva 
calcolazione numerica delle formule ottenute. 

La teoria delle funzioni ellittiche può essere esposta da 
vari punti di vista che hanno, quasi tutti, îl loro « pro > e 
il loro « contro ». Quello qui adottato, che consta nel pren- 
dere come punto di partenza la doppia periodicità, è indub- 
biamente il più rapido di tutti, e presenta d’altro lato îl 
grande vantaggio di consentire fin dal principio una vi- 
sione sintetica ed elevata dell'intera teoria, nelle sue linee 
essenziali. Vi è però l'inconveniente, cui abbiamo cercato dî 
ovviare con una breve « introduzione storica », di risalire 
così a ritroso il corso della storia della teoria, invece di 
seguirne il suo naturale sviluppo. Inoltre si richiede che il 
lettore, oltre a conoscere i primi elementi delle Matematiche 
superiori, quali su per giù s’insegnano in tutti î nostri 
primi bienni universitari, abbia già una certa dimestichezza 
con le idee e è fatti fondamentali della teoria delle funzioni 
di variabile complessa ('), la quale però, a prescindere dal 


(4) Da questo punto di vista, l’altra monografia dell’A.: Funzioni ana- 
litiche (in questa stessa collezione), può considerarsi come una prima parte 
dell’opera di cui il presente volume costituisce la seconda parte. 
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suo grande interesse intrinseco, è di gran lunga più limpida 
e facile dì certe cosiddette « teorie elementari » delle funzioni 
ellittiche in cui si è cercato di evitarla! 

Un'altra questione su cui è necessaria qualche parola di 
chiarimento preliminare è quella delle « notazioni », nel senso 
di scelta delle funzioni da adottare come fondamentali : 
Weierstrass o Jacobi? Rispondo: Weierstrass e Jacobi, chè, 
anche a prescindere dalla considerazione che tanto le fun- 
zioni di Weierstrass quanto quelle di Jacobi 8’ incontrano, 
quasi con la stessa frequenza, nella letteratura, sta il fatto 
che, mentre da taluni punti di vista la prevalenza delle fun- 
zioni di Weierstrass è indiscutibile, da altri punti di vista, 
per esempio da quello dei calcoli numerici, sono invece le 
funzioni di Jacobi che si presentano come le più convenienti. 
In armonia con queste vedute, nel presente libretto alle fun- 
zioni di Weierstrass e a quelle di Jacobi è stata riconosciuta 
parità di diritti, dedicando, così alle une come alle altre, le 
stesse cure e, su per giù, lo stesso spazio. 

Quanto alla trattazione, considerato che la teoria delle 
funzioni ellittiche è una teoria classica, giunta già da tempo 
ad un assetto praticamente definitivo, è chiaro che un nuovo 
libro sull'argomento non può avere alcuna pretesa di origi- 
nalità. Tuttavia, mano mano che procedevo nella compila- 
zione di questo libro, mi sono accorto che il lavoro andava 
assumendo una certa vernice di personalità, non certo per 
la natura delle cose esposte, che sono quasi tutte vecchie e 
ben note, bensì pel modo di esporle e la costante cura avuta 
di vivificare il più possibile le varie funzioni qui studiate. 
Comunque, giudicherà il lettore se questa nuova vernice giovi 
e dia risalto all'antico e venerabile mobilio su cui è stata ‘© 
applicata, o se invece lo sciupi ed offuschi.... 

Richiamo inoltre l’attenzione sul fatto che, per atte- 
nuare una delle maggiori difficoltà che s° incontrano nello 
studio delle funzioni ellittiche: l’ enorme massa di formule, 
di regola, mi sono limitato a dare nel testo solo le for- 
mule indispensabili per seguire lo sviluppo delle idee. Altre 
formule, pure utili ma di minor significato concettuale, 
sono invece raccolte in appositi quadri sinottici, oppure si 
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trovano relegate, assieme colle più importanti formule del 
testo (!), nella raccolta alla fine del libro. Particolare cura 
è stata posta nella revisione e controllo di tutte queste for- 
mule che, nella correzione delle bozze, sono state tutte colla- 
zionate, oltre che sul manoscritto, sulle fonti originali più 
sicure. 

Una parola infine sull’ elenco bibliografico alla fine del 
volume, che ha esclusivamente lo scopo di fornire le neces- 
sarie indicazioni sui libri che occorrerà di citare nel testo, 
su alcune altre poche opere che sembrano particolarmente 
adatte per ulteriori, più approfonditi studi sull’ argomento (?) 
e sulle esistenti tabelle numeriche delle funzioni ellittiche. 
Esso non ha dunque alcuna pretesa di costituire una ‘biblio- 
grafia delle funzioni ellittiche, per cui può invece consultarsi 
P Articolo II, Bs di R. Fricke nell’« Encyklopàdie der Mathem. 
Wissenschaften ». (N° [5] del nostro elenco). 


F. TRICOMI 


(!) Queste assieme coi loro numeri distintivi, onde facilitare i frequenti 
richiami. 

(®) Fra queste meritano speciale menzione le due pregevoli opere ita- 
liane di BrancHI [2] ed EnRIQUES-CHISINI [4) che, in certo modo, sono il 
naturale complemento di questo trattatello, ponendo in speciale luce proprio 
quei lati della teoria che qui restano maggiormente in ombra, e cioè il lato 
algebrico-aritmetico in BIANCHI, e il lato geometrico in ENRIQUES-CHISINI. 

Vogliamo qui inoltre ricordare il capitolo dedicato alle funzioni ellittiche 
della Modern Analysis di WHITTAKER-WATSON [15], notevole specialmente 
per i numerosi, spesso interessanti esercizi proposti al lettore, che non è 
facile trovare altrove. 
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CAPITOLO I. 


Funzioni ellittiche di Weierstrass. 


$ 1. - Introduzione storica. 


La considerazione delle funzioni ellittiche è stata imposta dal- 
l'impossibilità d’integrare in termini finiti, col solo ausilio delle 
trascendenti elementari, funzioni irrazionali anche assai semplici 
che continuamente si presentavano în svariati problemi e, fra gli 
altri, in quello (da cui prende origine il nome di funzioni ellittiche) 
della rettificazione dell'ellisse, cioè della determinazione della lun- 
ghezza di un arco di questa curva. Invero, supposto si tratti di 
un’ellisse di semiassi a e d, che potremo rappresentare parame- 
tricamente mediante le equazioni 


r=asin g, y=b cos @; 


si dimostra che l'integrale che fornisce la lunghezza di un gene- 
rico areo della curva, e cioè: 


(1) fVar+ dy*= a così +5? sin? 9 dp= 
—a (Vî=# sin pdo, (e stati 


benchè immediatamente riconducibile a quello di una funzione irra- 
zionale (basta prendere sin 9 come nuova variabile), non è espri- 
mibile mediante trascendenti elementari ('); esso rappresenta 
quindi una nuova trascendente. 

In altre parole, il calcolo integrale ha imposto la considerazione 
delle trascendenti ellittiche così come avrebbe imposto quella delle 
trascendenti elementari, se queste non fossero state già prima consi- 


(*) Ammenocchè non sia X=0 o X=1 
F. Tricomi: Funzioni ellittiche. 1 
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La considerazione delle funzioni ellittiche è stata imposta dal- 
l'impossibilità d’integrare in termini finiti, col solo ausilio delle 
trascendenti elementari, funzioni irrazionali anche assai semplici 
che continuamente si presentavano in svariati problemi e, fra gli 
altri, in quello (da cui prende origine il nome di funzioni ellittiche) 
della rettificazione dell'ellisse, cioè della determinazione della lun- 
ghezza di un arco di questa curva,- Invero, supposto si tratti di 
un'ellisse di semiassi a e è, che potremo rappresentare parame- 
tricamente mediante le equazioni 


r=asin 9, y=b cos ©; 


si dimostra che l'integrale che fornisce la lunghezza di un gene- 
rico arco della curva, e cioè: 


(1) (rar +dy?= (va cos? p+d? sin° 9 dp= 
—a (/î-X sin gdo, (e=È3), 


benchè immediatamente riconducibile a quello di una funzione irra- 
zionale (basta prendere sin g come nuova variabile), non è espri- 
mibile mediante trascendenti elementari ('); esso rappresenta 
quindi una nuova trascendente. 

In altre parole, il calcolo integrale ha imposto la considerazione 
delle trascendenti ellittiche così come avrebbe imposto quella delle 
trascendenti elementari, se queste non fossero state già prima consi- 


(4) Ammenocchè non sia X=0 0 X=1 
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derate, subito dopo riconosciuta l'impossibilità di esprimere alge- 
bricamente integrali quali 

f da f dr dr ta 

tar its par 

Propriamente, con l'ausilio delle trascendenti elementari, e più 

specialmente della funzione log 7 (o delle funzioni log z e arcig 2, 
se non si vuol uscire dal campo reale), è possibile, come si ricor- 
derà dal Calcolo, integrare tutte le funzioni razionali, nonchè 


quelle contenenti come unica irrazionalità la radice quadrata di un 
polinomio dî primo o di secondo grado, e cioè del tipo 


R(c, Yax* +2br+c), 


essendo R il simbolo di una funzione razionale dei due argomenti. 
Se invece il grado del polinomio sotto radice è superiore al se- 
condo oppure il radicale non è quadratico ecc., allora l'integrazione 
in termini finiti mediante trascendenti elementari diventa in gene- 
rale impossibile, avendosi a che fare con nuove classi di trascendenti 
essenzialmente distinte da quelle. In particolare, se l’ integrale che 
si considera contiene come unica irrazionalità la radice quadrata 
di un polinomio di terzo 0 quarto grado, cioè è del tipo 


TO) [ RG, Vas + 4a, +60,22 + das +) da, 


non escluso il caso @=0, si è condotti, come vedremo, a funzioni 
ellittiche, e cioè a funzioni caratterizzate dalla capitale proprietà 
di godere di una doppia periodicità. 

Considerazioni su differenziali del tipo di quello che figura nel- 
l'integrale (2) si trovano già in WALLIS (1616-1703), nelle opere 
di Giacomo (1654-1705) e GIOVANNI I BERNOULLI (1667-1748) 
nonchè, per tacere di altri precursori, nelle « Produzioni matema- 
tiche» dell'italiano CO. DI FAGNANO (1682-1766). Fu però L. EULER 
(1707-1788) che, sotto l'influenza dello scritto di FAGNANO, stabilì, 
con la scoperta del fondamentale feorema di addizione degli inte- 
grali ellittici, cioè del tipo (2), il primo caposaldo della teoria, sì 
che a giusto titolo un altro dei fondatori di essa: C. G. JACOBI 
(1804-1851), designò il 23 dicembre 1751, giorno in cui l’Acca- 
demia di Berlino diede ad esaminare ad EULER l’opera inviatale 
dal Fagnano, quale data di nascita delle funzioni ellittiche. 
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Subito dopo EULER è da mentovare A. LEGENDRE (1752-1888) 
cui spetta sovratutto il merito di aver compreso come nelle suac- 
cennate ricerche fosse in germe contenuto tutto un nuovo, impor- 
tante ramo dell'Analisi, cui cercò dare, con assiduo lavoro durato 
mezza la vita, un’organica sistemazione. All’uopo si servì del fon- 
damentale fatto, da lui scoperto, che gli integrali (2) possono 
sempre ricondursi, con procedimenti razionali, a tre tipi 
canonici ben determinati, di cui uno è l'integrale (1) da noi 
già incontrato a proposito della rettificazione dell’ellisse, e preci- 
samente ai tre integrali: 


f P 
Foh=/=ia 
; 


1-% sing 
fra 
(6) E(9,k)=|Vî1-#' sin° 9 dp, 
d 
Ra do 
1: 4) I A+nsin 9) VI =# sin p' 
o 


che oggi diconsi appunto integrali di LEGENDRE, rispettivamente di 
prima, seconda e terza specie, e che, con la sostituzione sin g==2, 
prendono rispettivamente la forma, 

Î [ea 
\ Va=(i—- Ro 


|} Aka 
| 1-2 da, 
f dr 


J Arn)fi=DA_ RA. 


(4) 


Comunque, nonostante che LEGENDRE pare abbia creduto che 
con le sue ricerche, raccolte e organicamente collegate a quelle dei 
predecessori nel suo Traité des fonetions elliptiques et des in- 
tégrales eulériennes (Paris, 1825-1826, 2 vol. e 1 di supplementi), 
la teoria delle funzioni ellittiche avesse ricevuta una definitiva siste- 
mazione, uno dei passi più importanti restava ancora da fare. 

Questo passo, e cioè la considerazione in luogo degli integrali 
ellittici (di prima specie) delle funzioni inverse, nonchè il passaggio 
dal campo reale al complesso, fu compiuto, nel quinquennio imme- 
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diatamente successivo alla pubblicazione del Traité — indubbia- 
mente il più fecondo fra tutti per la teoria di cui si discorre — 
da due geniali ricercatori: il già ricordato JACOBI e il giovanissimo 
N. H. ABEL (1802-1829) (‘), che, stimolati da nobile emulazione, 
giunsero così, quasi simultaneamente, alla scoperta delle più impor- 
tanti proprietà delle « funzioni ellittiche » nel senso moderno della 
parola (funzioni inverse degli integrali), e in particolare della già 
accennata loro doppia periodicità (ABEL, 1827). 

Per far comprendere l’importanza del passo compiuto da ABEL 
e JACOBI con l'inversione degli integrali ellittici, suol citarsi l'esempio 
della funzione sin z, indubbiamente più importante e godente di pro- 
prietà più semplici (sopratutto di quella di essere uniforme) della 
funzione inversa are sin z, la quale non è l'integrale di un diffe- 
renziale algebrico, bensì l’inversa di un siffatto integrale: 


© iii 


Pertanto, ripigliando per un momento un concetto già accennato 
più sopra, se le trascendenti elementari si fossero introdotte in modo 
analogo a quello con cui si sono introdotte le ellittiche, sarebbe stato 
indubbiamente più opportuno studiare, al modo di JACOBI, la fun- 
zione inversa dell’integrale (5) anzichè, al modo di LEGENDRE, 
l'integrale stesso. 

Scendendo a qualche maggior particolare, aggiungiamo che 
JacOBI pone a base della teoria delle funzioni ellittiche, invece che 
i tre integrali di LEGENDRE, la funzione inversa g(w) (funzione 
«amplitudine »: am w) dell’integrale di prima specie : 


Pa 
u= ii RI 
Vi # sing 
0 
o, più esattamente, le tre funzioni uniformi . 


sin 9, COS P, A4p=1-%? sin? @ 


(%) Jacosi ed AseL ebbero un ignorato precursore in C. F. Gauss 
(1777-1855) com’è chiaramente apparso solo in epoca relativamente recente 
(intorno al 1880) quand’è stata pubblicata una parte, fin’ allora rimasta 
quasi ignota, delle carte inedite di Gauss. 
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cioè 


sin am, cos am %, Adam, 
che ora soglionsi più brevemente indicare con le notazioni (*) 
sn, cen %, dn «, 


mostrando come esse godano, oltre che di svariatissime altre pro- 
prietà, di quella fondamentale della doppia periodicità, espressa 
dalle formole: 


| sn (u+4mK+2niK')=sn , 
en [u+4mK+2n(K+iK')]=cn w, 
dn (u+2mK+4niK')=dn «, 


(6) 


dove m ed n sono numeri interi qualsiasi e si è posto: 


n/2 ” 2/2 > 
7 K=[—®_-, K' Le i 
(7) io {mor 
ò 


JacoBI fa poi vedere come per mezzo di queste funzioni (che 
sono meromorfe) o, meglio ancora, mediante certe trascendenti in- 
tere (funzioni « fhefa ») ad esse collegate nel senso chiarito in fine 
dell’ ultimo paragrafo di F. A. (*), sia possibile calcolare agevol- 
mente gli integrali di LEGENDRE, risolvendo così gli svariati pro- 
blemi che a quelli si riconducono. 

Posteriormente ad ABEL e JACOB], il contributo più importante 
apportato alla teoria delle funzioni ellittiche è stato indubbiamente 
quello di K. WEIERSTRASS (1815-1897) che ha sostituito alle tre 
funzioni sn wu, cnu e dn w un’unica funzione {2%, che, sotto molti 
riguardi, si comporta più semplicemente delle prime; e similmente 
alle funzioni # di JACOBI ha sostituito un’altra funzione: la 0%, of- 
frente analoghi vantaggi. 


(#) Per le funzioni ellittiche, come del resto anche per le funzioni circo- 
lari e il logaritmo, non si sogliono usare le parentesi; si suole cioè seri- 
vere sn, cn x,...., in luogo di sn(x), cn (u), ece. 

(*) Con la sigla « F. A.» sì allude qui, e si alluderà anche nel seguito, 
all’altra Monografia dell’A.: « Funzioni Analitiche », pubblicata nella mede- 
sima Collezione. 
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I vantaggi di semplicità e di chiarezza che così si ottengono 
sono anzi così cospicui che noi nell'attuale trattazione, seguendo 
l'autorevole esempio di BrancHI [2], HURWITZ-COURANT [8] e 
altri AA., prenderemo appunto le mosse dalla funzione f?9u di 
WEIERSTRASS, nonostante che, così facendo, si proceda proprio 
all'incontrario dell'effettivo sviluppo storico della teoria che ci oc- 
cupa. Passeremo poi alle funzioni sn, cn, dr di JACOBI e alle DI 
che, seppur di comportamento spesso meno semplice delle funzioni 
di WEIERSTRASS, sono però quasi sempre da preferirsi alle prime 
dal punto di vista numerico-applicativo. 

Vogliamo infine osservare, prima di concludere questi cenni 
introduttori, che integrali contenenti irrazionalità d’ordine più ele 
vato di quelle in principio indicate: per esempio la radice quadrata 
di un polinomio di grado superiore al quarto, ecc. (integrali 
« îperellittici » o, più generalmente, « abeliari »), non possono 
condurre ad una teoria pienamente analoga a quella delle funzioni 
ellittiche, perchè le relative funzioni inverse dovrebbero avere più 
di due periodi distinti e, come presto vedremo, funzioni uniformi 
di una sola variabile più che doppiamente periodiche non ci sono. 
L'estensione è stata ciò non ostante fatta, essa risale anzi agli 
stessi fondatori della moderna teoria delle funzioni ellittiche: ABEL 
e JACOBI, ma le funzioni che così si ottengono (funzioni iperellit- 
tiche e abeliane) sono funzioni di più variabili che, per quanto 
dotate di un’importantissima proprietà (feorema di Abel) che 
estende in modo semplice il teorema d’addizione delle funzioni ellit- 
tiche, hanno importanza assai minore di quella di queste ultime. 


$ 2.- Sui periodi di una funzione analitica uniforme. 


Com'è noto, si dice che la funzione (uniforme) f(z) è perio- 
dica col periodo p, o che ammette il periodo p, se il numero 
(in generale complesso) p è tale che, qualunque sia 2 (*), è 


sempre 
fiz+p)=f(2), 


(1) Non ci soffermiamo sulla possibile, ma per noi non necessaria, genera- 
lizzazione di questa definizione che potrebbe ottenersi sostituendo al « qua- 
lunque sia 2» una condizione meno restrittiva. 
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il che ovviamente implica anche 


FOA =fl(:—3p)=fl2-—2p)—fla-p)=f@)= 
=f(z+p)=f(2+2p)=f(+3p)= 


cioè 
(8) f(2+mp)—Fe), 
qualunque sia l’intero (positivo o negativo) m. 

Funzioni periodiche si trovano già fra le trascendenti ele- 
mentari: per esempio e° ha, come è noto (F. A., Cap. IV, $ 3), 
il periodo 2ri, sinz e tg2 rispettivamente i periodi 2 e x ecc.; 
più generalmente la funzione 


Qui È 
p 


o addirittura 
Pont 
gle 5) ’ 


dove g rappresenti, per esempio, una funzione razionale del suo argo- 
mento, sono funzioni periodiche col periodo a priori prescritto p. 

Considerato però che gli esempi precedenti sono tutti esempi di 
funzioni semplicemente periodiche, cioè di funzioni dotate sostan- 
zialmente di un solo periodo (prescindendo dai multipli di questo), 
viene naturale domandarsi se possono esistere anche funzioni 
più che semplicemente periodiche, cioè dotate di due o più pe- 
riodi pi, Pa, sostanzialmente distinti, vale a dire tali che i loro 
rapporti due a due siano irrazionali 0, addirittura, non reali. 

La risposta è che, per le funzioni uniformi di una sola variabile 
complessa, î periodi possono essere al più due. Propriamente 
sussiste il seguente teorema, sostanzialmente dovuto a JACOBI: 

Una funzione analitica periodica, uniforme e non costante, 
o è semplicemente periodica, cioè tutti i suoî possibili periodi 
sono multipli di un solo: pi, 0 lo è doppiamente, cioè futti 
i suoì possibili periodi sono rappresentabili mediante una 


formula del tipo 
p=MP+ Prg 


dove m ed n sono due interi qualsiasi e p. e ps due numeri 
il cui rapporto non è reale. 
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La dimostrazione di questo fondamentale teorema è imperniata 
sul fatto che, se la funzione non è costante, il sistema [p] di tutti 
i suoi possibili periodi dev'essere necessariamente ts0/a/0, cioè 
privo di punti limiti a distanza finita. 

Infatti, considerato che se due numeri p' e p” appartengono 
all'insieme [p] anche la loro differenza p'—p” manifestamente vi 
appartiene, l’esistenza di un punto limite dell'insieme in parola 
implicherebbe la presenza in esso di numeri con modulo inferiore 
a qualsiasi numero positivo prestabilito; implicherebbe cioè che in- 
torno ad un qualsiasi punto di regolarità z, della funzione dovreb- 
bero addensarsi infiniti punti equivalenti ad esso, cioè di punti 
che, per differire per periodi da z,, sono punti di livello della 
funzione, contrariamente a quanto è stato dimostrato nel $ 4 del 
Cap. III di F. A. 

Dalla proposizione ora stabilita segue che in un qualsiasi cerchio 
col centro nell'origine del piano complesso non può cadere che un 
numero finito di punti dell'insieme [p]. È dunque lecito dire: consi- 
deriamo fra que- 
sti, zero escluso, 
quello (o uno di 
quelli) fra questi 
il cui modulo è il 
più piccolo possi- 
bile, e sia pi. 

Avremo così 
che all’insieme {p], cui ovviamente appartengono gl’infiniti punti 
(tutti allineati con l'origine) 0, tp., t2p., +8p.,... non possono 
appartenere altri punti che siano interni ai cerchi di raggio pi 
aventi i centri nei punti in discorso, cioè interni all'area di cui una 
parte è tratteggiata nella fig. 1. 

Infatti, se all'insieme appartenesse per esempio un punto p' in- 
terno al cerchio di centro Ap, (& intero) ma diverso dal centro Ap:, 
dovrebbe appartenervi anche il punto po'=p'—Ap, interno al 
cerchio di centro O e raggio p, e diverso da zero, contrariamente 
all’ipotesi che p, sia un periodo di modulo minimo della funzione 
che si considera. 

Ne segue che due soli casi sono possibili : 

O l'insieme [p] non contiene altri punti oltre quelli preceden- 
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temente considerati, e allora tutti i periodi sono compresi nella 


formula 
p=MPrr 


dove m è un intero qualunque, e la funzione è semplicemente 
periodica. 

Oppure l'insieme [p] contiene almeno un punto 7: fuori della 
retta r su cui sono allineati i punti Ap, cioè tale che il rapporto p»/p. 
non sia reale (*), e allora esso contiene almeno tutti i numeri del tipo 


(9) p=mpi+nps, 


dove m ed n sono due interi qualsiasi. 

Dico anzi che se p: è scelto, com'è sempre possibile (*), in 
modo che la sua di- 
stanza dalla retta r 
sia la minima possi- 
bile, la (9) esaurisce 
tutti i punti dell’ insie- 
me [p}, cioè abbraccia 
tutti i possibili periodi 
della funzione che si 
considera. 

Infatti, se in [p], 
oltre ai punti (9), cioè 
ai nodi (o vertici che 
dir si voglia) della re- - 
te di parallelogrammi 
tracciata nella fig. 2, Fig. 2. 
esistesse anche un al- 
tro punto p’, per esempio interno al parallelogramma di vertici 


hp.+kps, (h+1)p.+%kps, 
hp.+(k+1)pr,  (h+1)p.+(k+1)p: 


(%) Invero la condizione necessaria e sufficiente affinchè le immagini 
di due numeri complessi sul piano di Gauss siano allineate con l’ origine 
è, come si verifica subito, che il rapporto dei due numeri sia reale. 

(*) Basta all'uopo riflettere che i punti di [p] la cui distanza dalla 
retta » non supera un dato importo, pur essendo in numero infinito, sono 
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(A e % numeri interi), allora esisterebbe in esso anche il punto 
equivalente fila 
interno al parallelogramma di vertici 0, p,, ps, 2:+?», contraria- 
mente all'ipotesi che ps sia un periodo di distanza minima dalla 
retta r. E se invece p’ cadesse su uno dei lati paralleli ad r della 
rete di parallelogrammi in parola senza coincidere con uno dei nodi 
di essa, allora la contradizione si avrebbe col fatto che, come ab- 
biamo già visto, i soli 
punti di {p] apparte- 
nenti alla retta 7 sono 
i multipli di p,. 
Con ciò il teorema 
di JACOBI è completa- 
mente dimostrato; vo- 
gliamo però  ulterior- 
mente osservare in mo- 
do esplicito che, come 
risulta dai ragionamenti 
Fig. 8. precedenti, a differenza 
di quel che succede nel 
caso delle funzioni semplicemente periodiche, î due numeri p, 
e p». che figurano nella (9) non sono per nulla individuati, 
anzi che esistono infinite possibili coppie di siffatti periodi primi- 
tivi della funzione, cioè atti a generare tutti gli altri. Questo fatto 
corrisponde all’altro, di carattere del tutto elementare e intuitivo 
che, com'è posto in evidenza nella fig. 3, due diverse reti di paral- 
lelogrammi possono benissimo essere equivalenti cioè avere gli 
stessi nodi, pur presentandosi sotto aspetti diversi. Anzi è senz’ altro 
evidente che di reti equivalenti ad una data ce n’è sempre infinite, 
chè anche dopo aver fissata la direzione di una coppia di lati dei 
parallelogrammi e sia per esempio quella della retta r della fig. 8, 
ci sono ancora infinite possibilità per la scelta della direzione del- 


però tali che le loro distanze da r non possono assumere se non un numero 
finito di valori. Invero, se così non fosse, mediante aggiunte di opportuni 
multipli di p,, cioè mediante spostamenti paralleli ad r, si potrebbero rac- 
cogliere in un’area finita infiniti punti di [p], il che è assurdo. 
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l’altra coppia, potendosi collegare l'origine O o col punto A della 
figura, o col punto 5, o col punto €, ecc. i 

Dal precedente punto di vista geometrico-intuitivo non è però 
immediata la determinazione della condizione necessaria e suffi- 
ciente per la equivalenza di due reti, cioè di due diverse 
coppie (p., pa) © (p:', pr) di periodi primitivi di una funzione, 
che è invece ben facile ponendosi da un punto di vista aritmetico. 
Invero tale condizione è manifestamente che possano trovarsi 8 nu- 
meri interi a, f, y, è, a', f', y', d', tali da aversi simultaneamente : 


pi=ap.+ bp» pi=a'pi+Bpi'. 
pieypi+òpo” | pi=yp'+òps' 


il che in particolare implica che dev’ essere 


altrimenti non potrebbe certo essere, com'è ovviamente necessario, 


Bi|a' B 
È rile ò' 


[1 = 


Ma se è D=+1, essendo notoriamente 


a 


È i B' FÉ, v D' D 

basta che siano interi a, f, 7, d affinchè anche a', £', 7°, d' risultino 
tali; dunque Za condizione (necessaria e sufficiente) di equi- 
valenza delle due coppie di periodi (p., pe), (P:', ps') 0 meglio, 
per usare le lettere tradizionali, delle due coppie di periodi 
(0, 20), (2, 20’), è che esistano 4 numeri interi a, È, y, Ò, 
soddisfacenti alla condizione 


(10) > D=adò—fy=+1, 


tali che risulti: 
o=a10+fo 
(11) d'=y0+ dd. 


Se si osserva che l’area 4 di un parallelogrammo avente per 
«lati » due numeri complessi a e d, cioè del parallelogramma coi 
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vertici nei punti 0, a, a+, d, è manifestamente uguale alla parte 
immaginaria del prodotto del coniugato & di a per d: 


A=T(db); 


le condizioni trovate sono suscettibili di un’elegante interpetrazione 
geometrica. Invero, avendosi successivamente, in virtù delle (10)-(11) 


100) =T[(c0+f@70+d0)]= 
=1(2700+fd9w'0 +ad0w +fyo'0)= 
=Taddw' +f700)=T[(cd-fN)00]=+T(vw') 


si vede senz'altro che le aree dei parallelogrammi aventi per 
lati è periodi di due coppie equivalenti sono sempre, a pre- 
scindere dal segno, uguali fra loro. Anzi, se si sa già che i nodi 
di una delle due reti di periodi son tutti compresi fra quelli del- 
l’altra, non è difficile persuadersi che l'uguaglianza delle aree dei 
detti parallelogrammi è addirittura condizione necessaria e suffi- 
ciente per l'equivalenza delle due coppie di periodi. 

Osserviamo inoltre che potendosi, molto in particolare, sup- 
porre a=1, f=y=0, d= —1, cioè praticare la sostituzione 


d=dv  d'=-w, 


è possibile, pur senza scambiare fra loro i due periodi P.=2w 
e p.=2w' (sì da poter, per esempio, continuare a supporre che 2 
sia un periodo dî modulo minimo della funzione), ottenere che 
la parte immaginaria, certo non nulla, del rapporto 


’ 


= 


e|e 


sia sempre positiva. 
Invero, detti rispettivamente 0 e 0’ gli argomenti di w ed o’, 
si ha manifestamente 


Ta= al sin (0-0), 


epperò cambiando w' in —w', ossia 0 in 0'+x, W(r) si cambia 
in - (1). 

È dunque lecito introdurre la convenzione, cui costante- 
mente ci atterremo nel seguito (evitando così qualche fasti- 
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diosa ambiguità) che, qualunque sia la coppia (20, 2w') di 
periodi primitivi considerata, sia sempre 


(12) 


senza che ciò impedisca di potere, occorrendo, simultaneamente 


supporre che sia |@0|<|w'|. 
In armonia con la precedente convenzione la condizione (10) 
dovrà essere sostituita dall’ altra 


(10) ad—fy=+1, 
chè altrimenti risulterebbe 
1 ($) <0. 


Finalmente. osserviamo che, nell'ipotesi di |@|<|w'|, da uno 
dei ragionamenti fatti nella dimostrazione del teorema di JACOBI, si 
può trarre una limitazione inferiore per f[() ben più forte della (12). 

Infatti, ricordando che nessun punto-periodo della funzione può 
distare dalla retta 7 (passante per l’origine e per 7:) meno del 
segmento indicato con è nella fig. 1, ed essendo d’altra parte 
manifestamente: 


l Va 
9=|p | sin 60°= % |p.| 
si ha la disuguaglianza 
a 73 
|p.||sin (0°—0)|>|p1} 


donde segue subito 


Peli. o l0'|;., 13 
tr Isin (6 6)|= [E] [sin @-91>7, 


cioè, tenendo presente l’ultima formula di p. 12, 


(18) (>, (also). 


® 
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$ 8. - Funzioni ellittiche generali. 


In via generale, si dice oggi funzione ellittica ogni funzione 
analitica meromorfa, doppiamente periodica, cioè ogni funzione 
analitica f(u) (‘) che non abbia al finito altro che poli, e sia dotata 
di due periodi 2w e 2' (il cui rapporto non sia reale), che noi, 
nel seguito, supporremo sempre soddisfacenti alla condizione (12), 
cioè tali che sia W(0'/w)>0 (3). 

Proprietà capitale di una funzione /(w) siffatta, è ovviamente 
quella che l’intero piano complesso può essere suddiviso in una 
doppia serie di infinite figure congruenti, per esempio nei paralle- 
logrammi della rete (20,20), ciascuna delle quali è un campo 
fondamentale della funzione, cioè un’area in cui la funzione as- 
sume (anche più volte) tutti i valori di cui è suscettibile, ma in 
cui non sia contenuta alcuna coppia di punti equivalenti rispetto 
ai periodi (2, 20’). 

All’uopo sia però fin d’ora esplicitamente osservato che non è 
per nulla necessario che i campi fondamentali siano proprio paral- 
lelogrammi coi vertici nei punti-periodi. L'unica cosa essenziale è 
invece che in ciascuno di essi sia sempre contenuto uno ed uno 
solo dei punti equivalenti rispetto alla coppia (2, 20), cioè tali 
che la loro differenza sia della forma 2w+2nw' con m ed n 
numeri interi; sicchè, per esempio, anche ciascuna delle due aree 
tratteggiate nella fig. 4 (*) potrebbe, allo stesso titolo di un paral- 


(!) Nella teoria delle funzioni ellittiche, in cui — data l'abbondanza dei 
simboli e delle formule da considerare — non mancano le difficoltà formali, 
è opportuno rispettare tutte le convenzioni e le abitudini di scrittura ormai 
largamente diffuse o generalmente adottate. In armonia con ciò, d'ora in poi, 
indicheremo la variabile complessa di regola con u==u, + ius, invece che 
con z=T-+iy come dianzi. 

(®) Non è tuttavia da tacere ch’è entrato nell’uso, e noi vi ci unifor- 
meremo, di chiamare «ellittiche» anche alcune funzioni quali la fu e la ou 
che presto incontreremo che, senza essere esse stesse doppiamente periodiche, 
sono però intimamente connesse a funzioni doppiamente periodiche. Occorre 
dunque distinguere fra funzioni ellittiche in senso stretto e funzioni ellit- 
tiche in senso lato. Nel presente paragrafo e nei quattro seguenti ci si rife- 
rirà sempre a funzioni ellittiche in senso stretto. 

(*) In cui vanno pensate incluse solo quelle parti del contorno segnate 
con tratto più marcato. 
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lelogramma della rete, esser riguardata come campo fondamentale 
di una funzione ellittica di periodi 2 e 2w'. 

Le funzioni ellittiche da noi definite godono però, oltre che della 
precedente proprie- 
tà, immediata con- 
seguenza della dop- 
pia periodicità, an- 
che di altre notevoli 
proprietà generali 
che interessa porre 
in luce, sia perchè 
costituiscono la ba- 
se necessaria delle 
considerazioni che 


Fig. 4 immediatamente se- 

guiranno, sia per- 

chè si tratta di proprietà comuni a quasi tutte le funzioni che nel 
seguito dovremo particolarmente considerare. 

All’uopo osserviamo anzitutto che tutte le funzioni ellittiche 
con due determinati periodi 2w e 2w', formano manifestamente 
un corpo XK, cioè che somme, prodotti o quozienti, di funzioni ellit- 
tiche coi periodi 20 e 2’, sono ancora funzioni ellittiche dotate 
dei medesimi periodi (‘). Più generalmente, ogni /unzione razio- 
nale, a coefficienti costanti, di funzioni del corpo K appar- 
tiene ancora al corpo K; e così pure la derivata di una 
funzione del corpo, chè da 


f(u+2mw+2nw')=f(u), 
derivando rispetto ad v, segue senz'altro 


P(u+2mo0+2n0')=f" (1). 


(!) Merita però osservare esplicitamente che se 2@ e 2@' sono periodi 
primitivi di f,(u) ed f(u), cioè atti a generare tutti gli altri come somme 
di loro multipli, non è detto che 2% e 20’ godano della stessa proprietà 
nei riguardi, per esempio, della somma /,(v) + f;(w) delle due funzioni. Infatti, 
per convincersi di ciò, basta considerare l’ esempio triviale di /s(u)=1—/(w) 
in cui, riducendosi la somma ad una costante, essa ammette qualsiasi periodo 
e quindi, in particolare, i sottomultipli di 2@ e 2’. Del resto, questa circo- 
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Un'altra proprietà generale, assai importante delle funzioni ellit- 
tiche è che una funzione siffatta non può essere mai olomorfa, 
cioè priva di poli a distanza finita, salvo a ridursi ad una 
costante. 

Infatti se la funzione ellittica f(u) fosse olomorfa, detto N il 
massimo del suo modulo in un campo fondamentale, si avrebbe 


i If} <N, 


epperò, pel teorema di LIOUVILLE (F. A., Cap. II, $ 6), {(«) non 
potrebbe differire da una costante. 

Ne segue in particolare che 

Due funzioni ellittiche f.(u) ed f.(u) non possono differire 
che per un fattor costante se hanno gli stessi zeri e gli stessi 
poli (con le stesse molteplicità), o per un termine costante 
se hanno gli stessi poli con le stesse caratteristiche. 

Infatti nell’un caso /1(w)/fs(u) e nell'altro fi(u)—/(u) è una 
funzione ellittica che, non avendo poli, deve ridursi ad una costante. 

Ogni funzione ellittica f(w) effettiva, cioè non costante, deve 
dunque avere dei poli, e propriamente un certo numero finito 7° 
di essi in ogni campo fondamentale, chè, se questi fossero invece 
in numero infinito, dovrebbero avere ivi almeno un punto di con- 
densazione, ciò che è inconciliabile con l'ipotesi che la funzione sia 
priva di singolarità essenziali al finito. Orbene, io dico che questo 
intero r (che dicesi ordire della funzione ellittica) dà non solo il 
numero dei poli di f(u) in ogni campo fondamentale, ma anche il 
numero dei suoi zeri o, più generalmente, dei punti in cui la fun- 
zione raggiunge un qualsiasi valore e; dieo cioè che: 

Ogni funzione ellittica f(u) assume, în ciascun suo campo 
fondamentale, qualsiasi valore arbitrariamente fissato c, e 
precisamente r volte, se r è l'ordine della funzione, cioè il 
numero dei suoi poli în ogni campo fondamentale. 

Infatti, osserviamo anzitutto che, potendosi pensare sostituita 


stanza, che si presenta già nel campo delle funzioni semplicemente periodiche, 
non ci darà qui alcun fastidio perchè nei teoremi generali di eui dovremo 
ora e nel seguito occuparci la cosa essenziale sarà sempre che la funzione 
che si considera ammetta i periodi 20 e 20'; non che questi e i loro mul- 
tipli siano i soli possibili. 


i 
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alla funzione f(w) l’altra /(u)—c, sarà sufficiente dimostrare il 
teorema nel caso di c=0, cioè per gli zeri della funzione. Ciò 
posto supponiamo scelto come campo fondamentale un parallelo- 
gramma dei periodi analogo al parallelogramma ABCD della fig. 4, 
sotto la sola condizione che il suo contorno y non contenga nè 
poli nè zeri della funzione, e ricordiamo che pel teorema dell’in- 
dicatore logaritmico, cioè per la formula (17) del $ 6, Cap. III, 
di F. A., integrale i P PG 1, 
ari Ra) 
Y 

fornisce la differenza fra il numero dei poli e il numero degli zeri 
di f(u) entro y. Tutto si riduce quindi a dimostrare che l'integrale 
precedente è nullo, il che è quasi evidente perchè, essendo la funzione 

DM) 

Fa) 
anch'essa doppiamente periodica coi periodi 2w e 20°, si ha mani- 
festamente : 


F'(u) f'(u) î, *(u) fi (u) 
f fu) eu Se du, fu) di nai ru) du 


Il teorema precedente pone in luce l’importanza dell'ordine r 
e lascia prevedere che le funzioni per cui ” raggiunge i valori più 
piccoli possibili, dovranno avere un comportamento particolarmente 
semplice. Vien quindi naturale domandarsi se possa essere r=1, 
arrivando però alla conclusione che questo zon è possibile. 

Infatti, con l’identico ragionamento fatto in fine della dimostra- 
zione del teorema precedente, si riconosce immediatamente che 
l'integrale di f(u)dw esteso al contorno di un campo fondamentale 
che non incontri poli, è sempre zero. Ne segue (Cap. III, $ 6 di 
F. A.) che /a somma dei residui dei poli di una funzione 
ellittica situanti entro un medesimo campo fondamentale è 
sempre nulla, epperò di questi poli ce ne dovranno essere almeno 
due semplici o uno doppio. 

Non esistono dunque funzioni ellittiche di ordine 1 (o di 
ordine 0), ne esistono invece, come presto vedremo, di ordine 2 
sicchè in definitiva risulterà r>2. 

Possiamo inoltre osservare che una funzione ellittica f(w), il cui 


F. TRICOMI: Funzioni ellittiche. hi 
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ordine r sia un numero primo (per esempio sia r=2 o r=8), 
non può mai ammettere come periodi dei sottomultipli di 2w e 20, 
epperò questi sono necessariamente periodi primitivi della 
funzione. 

Infatti, se la funzione ammettesse anche i periodi 20-% x 
2 = = detto r' il suo grado nel corpo X' delle funzioni ellit- 
tiche coi periodi 2, 20, dovrebbe necessariamente essere 


r=pvr' ; 


il che, essendo r'>1, è inconciliabile, tranne nel caso u=v=1, 
con l'ipotesi che r sia un numero primo. 

Finalmente dimostriamo una formula che costituisce un caso 
particolare di un celebre teorema assai più generale, dovuto ad 
ABEL, a cui si è fatta allusione in fine del $ 1; dimostriamo cioè 
che se a., a2,.... a, sono i poli e fi, Bs,» Br gli zeri (ciascuno 
ripetuto tante volte quant'è il suo ordine di molteplicità) 
di una qualsiasi funzione ellittica f(u), situati entro un 
medesimo campo fondamentale, si ha necessariamente 


(14) Ma-Y8=2mw+2n0' 
con m ed n numeri interi. 

Infatti, supposto che il campo fondamentale sia lo stesso paral- 
lelogramma ABCD più sopra considerato, per la formula genera- 
lizzata dell'indicatore logaritmico, cioè per la (18) del $ 6, Cap. III, 
di F. A., in cui sia fatto Z=1, si ha 

1 f'(U) 
De-Xb= 7a ri Pu fa) udu, 
t4 
donde, raccogliendo assieme i contributi dei lati AB e CD, BC e DA, 
segue 


Do-S-x 1 (e LO fu —_(u+20]du+ 


f 
+, i (i no [u—(u-20)]du= 


fto fede 


i 
i 
i 
| 
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cioè 
Da-Vf= 1; {2o[log Ao) —log Aua)]— 
—20'Tlog f(up) —log f(w4)]}; 


ma, essendo /(uc)=/(ux), f(ug)=f(w), le due coppie di logaritmi 
non possono differire che per multipli di 2xi; dunque la ai 
renza Da Y)# è necessariamente la somma di un multiplo di 20 
e di uno di 20’, come vuole la (14). 

Ovviamente la proprietà espressa dalla (14) non cesserà di sus- 
sistere quand’anche i punti a e /, invece di essere poli e zeri, 
* siano due gruppi di punti di livello qualsiasi della funzione. 


$ 4. - La funzione f0u di Weierstrass. 


In armonia a quanto si è accennato nel paragrafo precedente, 
cerchiamo ora di costruire effettivamente una funzione ellittica con 
prescritti periodi 2w e 2w' la quale sia del minimo ordine possi- 
bile, cioè d'ordine 2, prescrivendo ulteriormente, onde meglio deter- 
minarla, che essa abbia soltanto dei poli doppi nei nodi del 
parallelogramma dei periodi, cioè nei punti 


(15) w=2mw+2n0'  (!), 
‘ con le corrispondenti caratteristiche (?): 


1 
(CR 


Anzi, considerato che per un teorema del paragrafo precedente, la 
funzione in discorso, ammesso che esista, è determinata a meno 
d’una costante addittiva, potremo del tutto individuarla aggiun- 
gendo alle condizioni precedenti l’altra che /a differenza fra la 
| funzione ed 1/u® si annulli per u=0. Giungeremo così alla 


(!) D’ora innanzi useremo spesso la lettera w per denotare un punto 
qualsiasi dell'insieme 2mo + 2r0' (m ed ” numeri infert). 

(®) Ovviamente la caratteristica non potrà contenere che un termine di 
grado —2, perchè se contenesse anche un termine di grado —1, il residuo 
del polo non sarebbe nullo e non sarebbe quindi soddisfatta la condizione 
relativa alla somma dei residui in un campo fondamentale, 


"ISGAAAN O A di 
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fondamentale funzione f0u di WEIERSTRASS, con l'ausilio della 
quale si può agevolmente dominare l’intera teoria delle funzioni 
ellittiche. 

Propriamente, avvalendosi del teorema di MITTAG-LEFFLER 
per costruire anzitutto l'integrale di 2% (il quale deve manifesta- 
mente ammettere i punti (15) come poli semplici con residuo —1) 
l’unica sostanziale difficoltà da superare, è dimostrare che /a 
serie doppia 


1 1 
(16) Da I Gnotmo 


è assolutamente convergente. 

Infatti, ammesso pel momento questo fatto come già dimostrato, 
il teorema di MITTAG-LEFFLER (F.A., Cap. IV, $ 5) assicura che 
la serie 


(17) 


, 


nda 
Ca i MA I MCNCLI 


dove l’apice apposto al sommatorio denota (come anche costante- 
mente nel seguito) l’eselusione del termine relativo a w=0, con- 
vergerà assolutamente ed uniformemente in ogni dominio privo di 
punti w, rappresentando così una funzione analitica meromorfa in 
tutto il piano complesso, la cui derivata, cambiata di segno, 
soddisfa a tutte le condizioni da noi imposte alla fun- 
zione ju. E invero, posto 


(18) pu=-tu=t+Z [ad | 


si vede anzitutto immediatamente che fu ha effettivamente i 
punti w come poli doppi con le prescritte caratteristiche, nonchè 
che $0u—1/u? si annulla per u=0. Quanto poi al fatto che la fun- 
zione fu sia doppiamente periodica coi periodi (necessariamente 
primitivi, perchè è r—2) 2w e 2w', esso è una conseguenza del- 
l’altro che aumentando di una qualsiasi somma di multipli 
di 2 e 2, non si fa che cambiare l'ordine dei termini della 
serie (18), la quale è, come vedremo, similmente alla (16), asso- 
lutamente convergente in ogni dominio privo di punti w. 

Per dimostrare che la serie (16) è assolutamente convergente, 
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cioè che la corrispondente serie dei moduli è convergente, ord 
niamo i termini di questa seconda per « successivi anelli >, cioè 
pensiamo raccolti assieme in successive somme parziali 8,, 8», Bay 
i termini provenienti dai nodi della rete dei periodi situati rispetti- 


Fig. 5. 


vamente sul 1°, 2°, 3°,.... dei successivi « anelli» segnati con tratto 
più marcato nella fig. 5, cominciando da quello più vicino all’ori- 
gine. D'altra parte osserviamo che, posto 


r=|20/1(£), 


i numeri positivi r, 2r, 8r,... forniscono rispettivamente, com'è 
facile controllare, le minime distanze dall'origine dei punti del 
1°, 2°, 8°,... anello. Ne segue, osservato altresì che nel 1°, 2°, 39%... 
anello cadono rispettivamente 8, 16=2 - 8, 24=3 - 8,.... punti 2%, 
che dovrà necessariamente essere 


e, in generale, 

In TR n 
Ma questo dimostra che la serie delle s,, ammettendo come maggio- 
rante la serie convergente 
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è convergente; dunque la serie (16) è assolutamente convergente, 
come volevasi dimostrare. 

Finalmente dimostriamo che anche la serie (18) è assolutamente 
convergente fuori dei punti w e, più precisamente che, in ogni 
dominio tutto al finito D, detta serie da cui siano stati allontanati 
i termini (certo in numero finito) corrispondenti ai nodi della rete 
dei periodi cadenti entro D o sulla sua frontiera, converge asso- 
lutamente ed uniformemente. 

Infatti basta osservare che, essendo identicamente 


1 _i_ u(2w0 — 4) dI u u/2 
(u— sw)? 37 on 2U(1+ (14), 
dette rispettivamente A la massima distanza dei punti di D dal- 


l'origine ed a la loro minima distanza dai punti w esferni a D, 
per queste w e per “ comunque variabile in D, si ha manifestamente 


1 1 
fut)? 1 


1 4 
<1p24 ( 1+ 5) î 
il che, stante la già dimostrata convergenza della serie Dwl, 
prova l'assunto. 


Notiamo infine che dalla (18), con una legittima derivazione 
termine a termine, segue 


o, più semplicemente, 


(19) pu--2Z 75 


dove la somma (senza apice) è da estendere a tuffi i numeri w 
della forma 2r@0+2nw', con m ed » interi. 


$ 5. - Prime proprietà della funzione Pu 
Relazione fra fu e {0'u. 


La funzione $9u costruita nel paragrafo precedente, o meglio 
(|, 0'), come più esplicitamente seriveremo sempre che sia 
utile mettere in evidenza anche i periodi, gode di numerose, impor- 
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tanti proprietà su cui sarà necessario trattenersi un po’ a lungo, 
trattandosi della chiave di volta di tutta la teoria delle funzioni 
ellittiche. 

Del resto si tratterà in gran parte di proprietà assai semplici 
ed eleganti cui non sarà difficile familiarizzarsi, giungendo così 
dopo poco tempo, a maneggiare la {2% quasi con altrettanta faciltà 
delle ordinarie trascendenti elementari, salvo un’innegabile diffi- 
coltà, inerente alla natura delle cose, e cioè che la {9w e le altre 
funzioni ellittiche, non sono, in fondo, funzioni di una sola varia- 
bile complessa, bensì di più variabili, contenendo, oltre alla w, dei 
parametri: i due semiperiodi w ed w'. Le variabili effettive non 
sono però fre, come a prima vista sembrerebbe, bensì due: per 
esempio u/w ed il rapporto dei periodi 1-w'|w, chè, come segue 
immediatamente dalla (18), («|o0, 0°) è una funzione omo- 
genea di grado —2 dei suoî tre argomenti ; vale cioè l'impor- 
tante formula d’ omogeneità: 


(20) P(ulto, to) = PU) | ( 
da cui, ponendo #=w', si trae: 


e) PU|00)= 3 e (+13). 


Inoltre è bene notare fin d’ora esplicitamente che vî sono infi- 
nite diverse coppie (@, w'), non proporzionali l'una all'altra, 
che conducono ad una medesima {0u. Precisamente sono tutte 
(e sole) quelle che danno luogo a reti di parallelogrammi equi- 
valenti nel senso del $ 2, cioè contenenti gli stessi nodi. 

Anzi, tenendo conto della condizione d’equivalenza colà stabi- 
lita, possiamo senz’altro asserire che la condizione necessaria 
e sufficiente affinchè le due funzioni 


P(u|o0 0), (ud) 


siano identiche fra loro, è che possano trovarsi quattro nu- 


(4) Una formula analoga, e precisamente la stessa salvo il cambiamento 
di #-? in #-® vale per la funzione {2' che, al contrario della {2 che è pari 
(Cfr. p. 25), è invece una funzione dispari cioè tale da aversi 


P'i-u=— fP'u 
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meri interi a, f, y, è, soddisfacenti alla condizione 


(22) ad—fy=1 (), 

tali da aversi 

(23) | dè =a0+fa 
d'=70+dw" 


od anche, posto w'|o=t, W&'/b=i, 


(24) ptt 
a+ fr 


Ciò premesso, studiamo anzitutto un momento l’ equazione 
(25) gu—c=0, 


da è mao costante qualsiasi, che, essendo la {2v una funzione 
di 2° ordine, dovrà avere, come già sappiamo, due e due sole 


2uw' 2(4+Ww') 


Fig. 6. 


soluzioni in ogni campo fondamentale, per esempio nel parallelo- 
gramma dei periodi indicato nella fig. 6. Anzi, tenuto conto che 
, 


4 
sem . Scriviamo aò _—Byr=1 e non =-{1 perchè presupponiamo che, în 
o da con la convenzione precedentemente fatta, i periodi di entrambe le 
funzioni soddisfinò alla condizione f(7) >0. 
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come immediatamente risulta dalla (18), g2u è una funzione pari, 
cioè che si ha 
(= pu 
e, di conseguenza, 
gu=p(20-u)= (20 —u)=(20+ 20 —u); 

si vede subito che i due punti w' e u" del parallelogramma in 
cui f0u raggiunge un medesimo valore €, sono simmetricamente 
situati rispetto al centro 0+' del parallelogramma se cadono 
nell'interno di questo, e rispetto invece ai punti @ od w' se ca- 
dono sul lato inferiore o, rispettivamente, sinistro del medesimo. 

Ne segue in particolare che sarà u'=u/", cioè l'equazione (25) 
avrà una radice doppia, allora e solo allora che c coincide col valore 
di 9 in uno dei tre centri di simmetria suddetti, cioè con uno 


dei tre punti 


(26) ei= fo, er=f?02,, 062203 |) 


essendosi posto, 
(27) 0, 0=0+0, =. 


I vantaggi di simmetria derivanti dall’introduzione, accanto 
ad w ed w', dei tre nuovi simboli @,, ©: ed 3, potranno essere 
meglio apprezzati più avanti. 

Le osservazioni precedenti mostrano inoltre che nei punti wa 
(a=1,2,8) f0'u dovrà necessariamente annullarsi, cioè che si ha 


(28) [@'w=0 (71,39 | 


anzi possiamo per di più asserire che i tre punti in discorso 
sono i soli zeri di f'u nel parallelogramma considerato, 
essendo {0’u, come risulta dalla semplice ispezione della (19), una 
funzione ellittica del ferzo ordine. 

Osserviamo infine che î #re numeri e.) €2, Ca SONO sempre 
distinti. Infatti se fosse per esempio ei1=€3=%; la funzione ellit- 
tica di 2° ordine fou—e avrebbe quattro zeri nel precedente 
parallelogramma, e cioè i due zeri doppi u=@, ed u=%s, Îl 
che è assurdo. 
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Le semplici considerazioni che precedono consentono di stabilire 
con quasi inverosimile faciltà un risultato di capitale importanza, 
e cio dimostrare come fra le funzioni © e fo” intervenga una sem: 
plicissima relazione algebrica che, fra le altre cose, porrà già fin 
d’ora in luce l’addentellato esistente fra le funzioni ellittiche quali 
sono state da noi definite, e quei problemi di calcolo integrale cui 
si è aecennato nel $ 1. Propriamente dico che sussiste l'equazione: 


as e 


. Infatti, tanto il primo quanto il secondo membro sono funzioni 
ellittiche di 6° ordine, coi periodi (2@, 20‘), aventi entrambe come 
poli sestupli i punti 2mw+2nw" e come zeri doppi i punti @, 
%s; 03 ed equivalenti. Ma due funzioni ellittiche con gli stessi poli 
e gli stessi zeri non possono differire se non per un fattor costante; 
dunque l’equazione indicata vale certo a meno d’un fattor costante, 
che si vede poi subito essere uguale ad 1 servendosi del fatto ola 
le caratteristiche dei poli di {9u e f0' nell'origine sono rispet- 
tivamente : 


Posto 
pu=z 


il risultato ottenuto può, sotto forma un po’ diversa, scriversi 


(30) Lin 1 
de difdu Va—e)e—e)@— e) 


cioè, tenuto conto che ad u=0 corrisponde 2= 00, 


de 


P 
(81) u= f ri 
4 Vile—e)le— e) (e 63) 


e si vede così come la funzione {0 coincide con la funzione 
inversa all’integrale < ellittico » (31), contenente la radice qua- 
drata di un polinomio di terzo grado nella variabile d’integrazione z. 

Riservandoci di tornare più tardi sull’integrale (31) ed altri 
analoghi, ricaviamo ora la (29) anche per un’altra via, non tanto 
per avere una conferma del risultato già trovato, quanto per rica- 
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re al 1, 2, 3 
va) cune fondamentali relazioni concernenti le e, €. e certe 


stanti. 
da partiamo dalla (17) che, essendo manifestamente 


i i se |w|>|w}) 
44 i(+h+k+-)  Gelobiu), 


igi i il cerchio avente O 
nell'intorno dell'origine (e propriamente entro il 


come centro e come raggio il più piccolo dei tre numeri 2/0) 
2|os|, 2|%0s|), potremo scrivere sotto la forma 


Ù r1 
tu=i-u? D'i_wY ze Pri 


od anche 
(62) tu=i SS n 


avendo osservato che le somme 

vi 

wi 
relative ad esponenti n dispari sono manifestamente tutte nulle, 
e posto: — i 
(89) 8S-Y 1, SD 
Conseguentemente, derivando successivamente due volte rispetto, 
ad v, avremo 


1 
(84) gu=—lu= at Bu? +55 +... 
(35) p'u=— i 4+2:38+4-6S0+ 


donde, preoccupandosi solo dei termini con potenze negative o 
nulle di w, si trae 


oru= i +928,5+3-56 +. 
pui 23-38, —24-568+; 
wu 


è dunque: | 
fo'tu—4fo*u= —608, 3 — 140.8+ 
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e quindi pure: 
$P'°u—40%u+608,f0u= —1405+ .... 

Ciò posto osserviamo che la funzione ellittica a primo membro 
non può aver altri poli che 1 origine e i punti a questa equivalenti. 
Ma il secondo membro ci dice che P origine non è un polo; dunque 
la funzione a primo membro non ha poli epperò non può differire 
da una costante, e precisamente dalla costante —140;. Vale dunque 
l'identità 

Pu=4%u—608,0u—140S,, 
che, confrontata con la (29) scritta sotto la forma: 


P"MU=4dfp®w Ae +e + 63) f0*u+ 
+A(e203+ 230, + 2102) f0u—40,0,63, 
fornisce le altre identità 


| +e +e3=0, 
(86) 4(026:+e30.+e,63) = —608,, 
| 4e.6303=1408%. 


In altri termini, posto, com'è tradizionale : 
(87) I ge= —Ae20,+ e: +e es), 9:=40,030, | (4), 
si ha 


(88) 


cat io. Lu 
ge=60D' i, ga=140 à 
e 


e la relazione fondamentale fra $ e {0° può seriversi sotto la forma 


di guisa che la (31) diviene: 
—_—__————————————— 


d de 
(40) u=/ rr det 14°) 


(4) In virtù della prima delle (36) si ha pure, come subito si verifica, 
I=U1+ +6). 
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I numeri gs e y3 diconsi invarianti della funzione {2u, e la 
individuano perfettamente. Tale nome può mettersi in relazione sia 
col fatto che gs e 93 restano manifestamente invariati se ai periodi 
(20, 20) viene sostituita un’altra qualsiasi coppia (2, 20°) di pe- 
riodi equivalenti, sia con l’altro che cambiando w ed ' rispetti- 
vamente in fw, £o', 9g: € 93 SI comportano invariantivamente, e 
propriamente si moltiplicano rispettivamente per #7‘ e #75. La sua 
piena giustificazione si avrà però più avanti (Cap. II, $ 2). 

Da quest’ultima osservazione segue in particolare che se la 
funzione {9 è data, invece che per mezzo dei semiperiodi w e ©, 
mediante gli invarianti 9» e 9: (‘), nel qual caso seriveremo 


P(U; 92,93) 


la formula d’omogeneità (20) viene sostituita dall’ altra 


(41) Pu; gr, gs) =t (tu; 192, 1°93) 


Notiamo infine che, nel caso ora accennato, i tre numeri ei, 
e3, €3, cioè i cosiddetti «invarianti irrazionali » della funzione, 
dovranno calcolarsi risolvendo l'equazione di 3° grado 


(42) 42°— goz—g3=0, 


e pertanto, supposto che (come sempre accade nelle applicazioni) 
9» e 93 siano reali, saranno ovviamente da distinguere due casi 
secondochè il discriminante: 


(43) A=gî—279:=16(0»— 03), — e.) 02)? 


è positivo o negativo (nullo non può essere perchè e, €», e; devono 


(!) Si badi che non è senz'altro evidente che, dati ad arbitrio due nu- 
meri gs € 93, sia pure soddisfacenti alla condizione gî— 27950, esista 
sempre una funzione fu che li ammetta come invarianti. La cosa però 
sussiste come, almeno in parte, si vedrà nel paragrafo seguente in cui sarà 
mostrato come, noti che siano gs € 93, possano subito calcolarsi tutti i coef- 
ficienti dello sviluppo di {?w in serie di potenze di v. Permarrà però il 
dubbio che questo sviluppo possa talvolta risultare di raggio di conver- 
genza nullo, dubbio che verrà eliminato nel $ 4 del Cap. II in cui faremo 
vedere come, dati g, € gs, possano effettivamente calcolarsi un @ ed w' 
tali che, fra l’altro, le equazioni (38) risultino identicamente soddisfatte. 
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essere distinti). Se 4>0 gl’invarianti irrazionali sono tutt'e tre 
reali, mentr'invece se 4<0 uno è reale e gli altri due complessi 
coniugati. Quanto a decidere quale delle radici della (42) è e., 
quale e, e quale e3, quest'è cosa che, come mostrano le (26), si 
connette col problema, di cui dovremo in seguito occuparci, del 
calcolo di @ e w' dati gs e 93. Del resto, vedremo a suo tempo 


no; 


C] 


Fig, 7. 


che permutare fra loro le e, e2, es corrisponde a passare da una 
ad un’altra coppia di periodi equivalenti, epperò è cosa di poco 
rilievo. 

Le figure 7 e 8 cercano di dare una rappresentazione intuitiva 
della più parte delle proprietà già indicate della funzione fu, e 
specialmente della sua doppia periodicità. 

Propriamente la fig. 7 (tratta dalle più volte citate « M'unkiio- 
nentafeln » di JAHNKE-EMDE) rappresenta (in proiezione assonome- 
trica) la superficie « E » della funzione 0, cioè la superficie avente 
come terza coordinata il modulo di 2, nel caso w=2, 0 =1,75î; 


ey=0,453, e=0,098, e3= —0,546. 


La fig. 8 rappresenta invece le linee IR(@u)=cost. (a trattini, 
quotate al contorno della figura) e le linee T({2u)=cost. (a tratto 


e mix III III 
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pieno, quotate nell'interno) nel caso particolarmente notevole (su deri PSE x x A 

cui dovremo tornare più innanzi) in cui è g2=0, 93=1. Si notino erivate 6 , fe", ecc.; anzi che queste derivate sono tutte espri- 
mibili razionalmente per mezzo di 0, {?', 9: € 93. 

Infatti dalla (39), con successive derivazioni, seguono facilmente 


le formule: 
È 


PPu=69"u— 39» 
P''u=129pup'u 

(44) Pu=1200%v— 189,00 — 129, 
evu=360j0°ufo'u—189»{9'u 


Una delle conseguenze di queste formule è il fatto, interessante 
anche da un punto di vista puramente algebrico, che Ze somme 


Ù 1 
Sn= XL Eno toe 


precedentemente considerate, sono tutte razionalmente espri- 
mibili mediante gs e gs (cioè, in sostanza, mediante le prime 
due di esse S, ed Sy), anzi sono addirittura polinomi în g» 
e 93 con coefficienti razionali e positivi. 

Infatti, posto 
(45) (2 —1)Son=Cn; 


cioè detti c», c3, c.,.... i coefficienti di u?, 4, u°,.... nello sviluppo (34) 
di gu, da questa formula e da quella che subito se ne deduce 
derivando due volte rispetto ad w, sostituendo nella prima delle (44), 
Red si ha l'identità 


2.3 & 
fra l’altro i punti f?=e., f?=e. e f?=e3 in cui, essendo fo'=0, 27 +1-20: +8 desu?+5-604u'+ de 


viene meno la mutua ortogonalità delle linee rappresentative. 6 (& des? + est + ) 106 
AA 74 3 sn — 2 


donde, uguagliando i coefficienti delle stesse potenze di w nei due 


$ 6.- Ulteriori proprietà della funzione {0u. 
membri, seguono le formule 


Teorema d’ addizione. 


di 1 3 1 1/2 
La trovata relazione fra f e {0', che d'ora innanzi considere- ez, 23000 "13 (Qore +0) = 15 G Gt a) div 


remo generalmente sotto la forma (39), porta, fra l’altro, alla con- 
seguenza che, non solo la derivata prima fo’ di 0 si può espri- 
mere algebricamente per mezzo di 2, ma anche tutte le altre (46) ©, 

f n 


e, in generale, 


3 


= ieri (Cr0n-0+ C30n-3 + n +0n-202) (n>3). 
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Corrispondentemente, tenuto conto delle (38), si hanno le formule: 


73799.3.5° 
—_-_ 
Swi 
(47) ss È 
8770 26.3.58.7) 
Sh= > I93 


e lo sviluppo: 


1,9 9: LA 3 | 
(48) pu= tai t DEE, ut+ ere alta Uto 


che, come abbiamo già avvertito, vale nel cerchio avente per centro 
Porigine O e per raggio il più piccolo dei tre numeri 2|w,|, 2|0| 
e 2]|w3|, cioè nel più grande dei cerchi col centro in O non compren- 
denti nel loro interno alcun altro polo della funzione (oltre 0). 

Nel medesimo campo si ha inoltre ovviamente: 


ni — LL 93,3 Go. 39593 1 
gu gtagut70+tpipltgggga tte 
me: 92 3 93 5 
(49) diu=r sal 
2 
i 92 ut 9293 ut 
di. 3.5.7 Dd.3.5-7.1i E 


Un'altra capitale proprietà della funzione fw è che essa po0s- 
siede un teorema di addizione algebrico, cioè che, detti w, 
ed us due qualsiasi valori di u, fra {0u,, Ou. e {O(u1tur) sus- 
siste una relazione algebrica a coefficienti indipendenti da w, ed us. 
Propriamente dico che si ha 


(50) Pu +u)= i (Gail pu — {QU I 


Per giungere a questa formula, di cui è superfluo trattenersi 
ad illustrare l’importanza (*), nel modo più semplice e spontaneo 


(5) All’uopo si consideri per esempio che, noti che siano i valori di fu 
soltanto su due diverse linee del piano complesso, per esempio su due rette, 


F. TrIcOMI: Funsioni ellittiche. 8 
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possibile, consideriamo la curva algebrica del 8° ordine @; rappre- 
sentata dall’ equazione 


y°=42°— got Is 


(i cui punti reali sono rappresentati, nell'ipotesi di e, e», es reali 
ed ey=0 nella fig. 9), e 0s- 
serviamo anzitutto che, in 
virtà della (39), la curva 
@; può essere parametrica- 
mente rappresentata dalle 
equazioni 
q= 0, y=f'u 
al variare di v in un qual- 
siasi campo fondamentale 
Fig. 9. IT della go. Anzi, tenuto 
conto che dei due punti 
di I corrispondenti ad un determinato valore zo di fu uno solo 
è tale che f0'u abbia il debito segno, e cioè il segno del corri- 
spondente valore yo di y, si vede che la corrispondenza fra i 
punti (zo, yo) della curva ©; e i punti w di I è biunivoca. 
Ciò premesso, chiediamoci quale relazione debba intercedere fra 
i parametri w,, w, e 3 di tre punti 4, B e C della cubica © 
affinchè questi risultino allineati su di una certa retta r. 
Questo problema si risolve immediatamente per mezzo del teo- 
rema di ABEL, cioè della nostra formula (14). 
Invero, supposto che l'equazione della retta 7 sia 


ar+by+c=0, 


la condizione richiesta è che w,, %» e 3 siano i tre zeri cadenti 
entro I" della funzione ellittica di terz’ ordine 


f(u)=agou+bfo'u+c; 


ma, d'altra parte, questa funzione ha un polo di terz'ordine nel 


non parallele fra loro, della rete dei periodi; con l'ausilio della (50) può 
subito calcolarsi, con sole operazioni algebriche, il valore di $u in qualsiasi 
altro punto del piano. 
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nodo della rete dei periodi cadente entro I° (che, per semplicità, 
possiamo supporre sia addirittura l'origine); dunque, se i tre 
punti A, B e C sono allineati, in forza della (14), dovrà essere 


(51) | Ututu=2m0+2n0". 
In altri termini, osservato che in conseguenza della (51) è 


Qus=f?(-u—us)=f0(u+u2) 
P'us=f'(-—u,—us)=— '(u +2), 
si trova che i tre punti 
| L= f0U, = QUs L3= f0(u,+U2) 
Yi= Pu Y2= PU Ys=— (P'(U +2) 
sono sempre allineati, ciò che, com’è ben noto dalla Geometria 
analitica, implica che 


1 1 1 Ì 
Pu Pu (+) o 
lP'u Pu — P'(u tuo) 

Non resta ora che da trasformare la (52) in modo da ridurla 
alla forma (50), ciò che va fatto con un po’ di garbo onde evitare 
calcoli prolissi. 

All’uopo osserviamo anzitutto che, sviluppando il determinante, 
l'equazione (52) prende l’aspetto 


(52) 


Qu fo'un— fu, fo'u,+ so (u, + ur)('u,— p'u)= 
= #0'(U1+u2)({2U— PU) 


donde, elevando a quadrato e servendosi dell’abbreviazione 


P(u+u2)=a, 
per la (39) segue: 
(53) (4zì—ger3— gs) (Qu — Pu») — 
— {('u.— 'us)z3+ j0u1so'us— {ou jo uz]? =0. 


Abbiamo così ottenuta un'equazione di terzo grado in z3 che, 
stante la sua origine, avrà manifestamente le tre radici 


Ts= 0 (u+ uz), t3=f0U1, I3= Ur, 


chè in tutt'e tre questi casi il determinante (52), in cui al posto 
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di f0(u +) sia seritto xs, si annulla. Ne segue che il primo 
membro della (53) non potrà differire se non per un fattore indi- 
pendente da z: dal polinomio di terzo grado: 


[xs — (+ us) ](23— PU)(23- Pz) 


epperò, supposto {0u,+ /0: cioè us non equivalente nè ad u, nè 
a —u., scrivendo che i coefficienti dei termini di 2° e 8° grado 
dei due polinomi devono essere proporzionali fra loro, si ha 


1 — Puy + un) — Pu, — Prg 
pur PutT — Pu_Pu 
donde segue immediatamente la (50). 

Per altre forme del teorema d’addizione della {2w, vedi più 
avanti (formule (69)). 

Non possiamo soffermarci che di volo sulle conseguenze della (50) 
le quali sono, per numero ed importanza, da mettersi a lato delle 
ben note conseguenze della formula sin (a+ b)=sin a c08 D+ .... 
nella teoria delle funzioni circolari. 

Limitiamoci solo ad osservare che, facendo tendere ws ad w., 
dalla (50) per la regola di L’Hospital, segue senz’ altro 


(54) (Qu) = —20u+ ì (Ge, 
oppure, sostituendo a fg’ e 0” i loro valori: 
(65) = Eretta, 


Così pure meritano di essere esplicitamente osservate le seguenti 
formule relative all'aggiunta di semiperiodi all'argomento : 
(e — ca)(e, — €3) i 
'u— e; 


(56) Pluto) a+ ara 


(es — 0,)(e3 — 62) 
Pu_ez 


P(u+a.)= et 


P(U+ 03) = est 


facilmente deducibili dalla (50) e dalle (26). 
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$ 7. - Rappresentazione di una funzione ellittica generale 
mediante la {2u. 


Passiamo ora a stabilire un teorema del più alto interesse, tanto 
teoretico quanto pratico, che ci consentirà una chiara visione d’in- 
sieme della totalità delle funzioni ellittiche con due determinati pe- 
riodi 2@, 20’, cioè delle funzioni di un corpo K, secondo la deno- 
minazione introdotta nel $ 3. Propriamente dico che qualsiasi 
funzione f(u) di un tal corpo si può sempre esprimere alge- 
bricamente per mezzo di {o(u|w,w'), anzi addirittura razio- 
nalmente in {0 e {0' mediante una formula del tipo 


(57) fu)=R.({2)+ Rx(62) - (0° |, 


dove R, ed R, denotano due funzioni razionali del loro argo- 
mento. 

Per stabilire questo teorema cominciamo dal caso in cui la 
funzione /(v) sia una funzione pari, cioè sia f(—u)=f(w), osser- 
vando anzitutto che ciò implica che il grado r della funzione dovrà 
essere un numero pari: r=2% (&k21). Invero, supposto per 
semplicità di aver assunto come campo fondamentale un parallelo- 
gramma dei periodi /" col centro nell'origine O, ad ogni punto u=wg 
di tal campo godente della proprietà che sia /(u)=c è associato un 
altro punto u= —w, di J" godente della stessa proprietà. In secondo 
luogo osserviamo che, annullandosi /"(v) soltanto in un certo nu- 
mero finito di punti di Y, potremo certo trovare infinite c tali che 
i punti in cui è /(w)=c siano tutti distinti. 

Ciò premesso, supposto che a e d siano due diversi valori di c 
soddisfacenti all’ ultima condizione, indichiamo con 


tu Huey, dn 
+0, ter È 


i punti di J' in cui si ha rispettivamente 
f(u)=a o f(u)=db 
e costruiamoci la funzione ellittica del corpo K: 


Pu PulPu- Pu). (Pu Pu 
PU)= (pu= Puifu= Puy.. (Pu Pol 
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che ha manifestamente come zeri semplici i 2% punti tu, + uz,» 
tu, e come poli, pure semplici, i 24 punti tvw.,, tv, tva. 
Ma anche la funzione ellittica del medesimo corpo: 


fiu)—a 
F(u)=> Pops! 
ha gli stessi zeri e gli stessi poli; dunque dovrà necessariamente 
SARCER F(u)= CP(u) 
con € costante, donde, risolvendo rispetto ad /(u), segue 
a — bCP(u) 
fi) = — ch’ 
cioè 
(58) fu)— R[6(u)], 
avendo posto 


ala— (ve {Pvs)... (e {Pv —bAa— (Pula Pur)... (1 E un) 


(59) R(2) @E-Pv)a— Pv)... (a_n) A— PPula— Pg)... (eun) * 


Se invece la funzione /(u) è dispari, basta allora osservare 
che /(u)/2"u è di conseguenza pari, epperò rappresentabile mediante 
una formula del tipo (58), per avere che 


(60) f(u)—R(0u) - 60". 
Finalmente, se f(u) non è nè pari nè dispari, basta osservare 


che essa è sempre scomponibile nella somma di una funzione 
pari f,(u) e di una dispari fs(u) ponendo 


fu) = i [+1], fl) =; -A-0)], 


per giungere senz'altro alla (57). 

È quasi superfluo aggiungere che se si vuole eliminare la {2'w, 
cioè avere una relazione fra le sole /(u) e {0u, non c’è che da 
isolare, nella (57), il termine in f0'u ed elevare tutto a quadrato, 
ottenendo così una relazione della forma 


(61) GIA), Qu)}=0, 


dove G denota un polinomio in due variabili. 
Le formule (44) che forniscono le successive derivate di (Ou 
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quali funzioni razionali di {9 e fo’, nonchè la (55) che for- 
nisce {2(2%), non sono che casi particolari del fondamentale teo- 
rema ora stabilito. 

Così pure, un’altra immediata conseguenza del teorema prece- 
dente è che: 

Fra due qualsiasi funzioni ellittiche coi medesimi periodi, 
o periodi equivalenti, sussiste sempre un'equazione algebrica 
a coefficienti costanti. 

Infatti, basta esprimere le due funzioni mediante la corrispon- 
dente {2w e poi eliminare questa fra le due equazioni. 

Ne segue come corollario che: 

Ogni funzione ellittica f(u) soddisfa ad un’ equazione diffe- 
renziale algebrica del prim’ ordine. 

Infatti essendo /'(u) un'altra funzione ellittica dello stesso corpo 
di f(u), fra /(u) ed f"(u) sussiste una relazione algebrica a coef- 
ficienti costanti. 

Inoltre si ha che: 

Ogni funzione ellittica f(u) possiede un teorema d’ addi- 
zione algebrico. 

Infatti, detti u, ed us due qualsiasi valori di w, fra le 6 quantità 


fui), PU, 
(us), SP Uz, 
f(u+ us), $P(U1 +02), 


sussistono tre equazioni algebriche della forma 


Gifu,), 0u,]}=0, 
GIf(us), 2us]}=0, 
GIA{u+us), (0 (vu +u2)]}=0 


e in più il teorema d’addizione della f2v che fa quattro. Potranno 
dunque eliminarsi j@,, {2s e {2 (+) ottenendo così una re- 
lazione algebrica, a coefficienti costanti, fra le sole /(w.), /(us) 
ed f(ut uo). 

Notiamo infine che, come è stato dimostrato dal WEIERSTRASS, 
l’esistenza di un teorema d’addizione algebrico caratterizza le 
trascendenti elementari e le funzioni ellittiche. Si dimostra cioè 
che se una funzione f(u), uniforme în tutto il piano com- 
plesso è tale che fra f(u.), f(u») ed f(u,+ur) interviene una 
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relazione algebrica a coefficienti costanti, la funzione f(u) 0 
è razionale, o è una trascendente elementare, o è una fun- 
zione ellittica. Per la dimostrazione vedi per esempio BIANCHI [2], 
p. 924. 

Riassumendo possiamo concludere che: 

1). Le funzioni ellittiche di un corpo K, cioè le fun- 
zioni meromorfe con due certi periodi 20 e 2w' il cui rap- 
porto non sia reale, s’identificano con la classe delle fun- 
zioni razionali di {o(u|o,a') e {'(u|w, w') e godono delle 
seguenti ulteriori proprietà principali: 

2). Ogni funzione ellittica priva di poli è una costante. 

3). Ogni funzione ellittica non costante ha un determi- 
nato « ordîne » r>2, cioè assume, în ogni campo fondamen- 
tale, qualsiasi valore arbitrariamente prefissato r volte e 
non più di r volte. 

4). Tra due qualsiasi funzioni ellittiche di un medesimo 
corpo întercede sempre una relazione algebrica a coefficienti 
costanti. 

5). Ogni funzione ellittica soddisfa ad un’ equazione 
differenziale algebrica del prim’ ordine. 

6). Ogni funzione ellittica possiede un teorema d’addi- 
zione algebrico. 


$ 8. - La funzione lu. 


Il teorema stabilito nel paragrafo precedente mostra come, a 
stretto rigore, lo studio delle funzioni ellittiche potrebbe essere 
limitato a quello della sola funzione f0%, così come per esempio lo 
studio delle trascendenti elementari potrebbe, in fondo, essere limi- 
tato a quello della sola funzione esponenziale e”. Tuttavia nella 
teoria di cui ci occupiamo, analogamente a quel che succede nel 
campo elementare (in cui, accanto ad e%, si considerano per esempio 
anche le funzioni sin z, cos 2, ecc.), è utile considerare anche alcune 
altre funzioni ellittiche oltre alla {2v, e anche alcune funzioni che, 
pur non essendo ellittiche, cioè doppiamente periodiche, sono inti- 
mamente collegate a quelle. 

Fra queste ultime funzioni ha particolare importanza una fun- 
zione cui abbiamo già avuto occasione di accennare precedentemente, 
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e cioè la funzione {u di WEIERSTRASS, integrale di — f0udw, che, 
pur non essendo doppiamente periodica, avendo per derivata una 
funzione ch'è invece tale, non potrà che aumentare di costanti 
quando w aumenta di multipli dei periodi. 

Propriamente dico che, posto 


(62) lw=n, to'=n' |, 


sussiste la formula 


100) (+20 +2no')=lu+2mn+2nr |, 


essendo, al solito, m ed n due numeri interi qualsiasi. 
Infatti è anzitutto chiaro che, essendo 


i (+20) —u]=f@u— {0 (u+20)=0 
È [6(4+20)-tu]= pu—(v+20)=0, 


la funzione Zu non potrà che aumentare di una o l’altra di certe 
due costanti, che nulla impedisce chiamare rispettivamente 2y e 27, 
quando l'argomento wu aumenta di 2 o di 20’; donde la (63). 
Si tratta. però di far ulteriormente vedere che queste costanti sono 
proprio quelle definite dalle (62). All’uopo basta osservare che 
la funzione lu, come immediatamente segue dalla sua definizione 
mediante la serie (17) (o dal fatto che la sua derivata è la funzione 
parì — fu), è una funzione dispari, ossia tale che {(-—u)= —Zu. 
Invero, in forza di ciò, si ha senz'altro che 


ta=}(-#+20)=(—@)+27=—(@)+2y 

cioè che 
Qo=2n; 
analogamente per Zw'. 
Notiamo ancora che, in virtù della (63), accanto alle (62) può 
porsi la formula analoga: 
{o+@)=n+#, 

chè, tenuto anche qui conto della disparità di Zu, si ha 


{(0+0)=-H{w+0'-20—20')=-—{(0+0')+27+2y'. 
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Pertanto se, analogamente a quel che si è fatto con Pintrodu- 
zione di ®,, @Ws e ©:, poniamo 


(64) n= ment, mem 


potremo compendiosamente scrivere che 


(2) | t00=1la,  (a=1,2,3) | 


Sussiste inoltre il fatto interessantissimo che queste due costanti 7 
ed x’, che sono funzioni trascendenti non semplici di w ed w', sono 
legate fra loro e con © ed ' dalla semplicissima relazione di 
Legendre : 


(65) no'-nw= 37 | 


All’uopo basta integrare la funzione Zu, che ha solo dei poli 
di prim'ordine con residuo 1 nei nodi della rete (20, 20'), lungo 
il perimetro y del parallelogramma ABCD del $ 3, cioè di un 
parallelogramma dei periodi sul cui contorno non cade nessuno 
di detti nodi; avremo così, supposto che il contorno venga per- 
corso in verso positivo, cioè, tenuto conto della convenzione (12), 
nel verso ABCDA, che 


BC D_ € 
mid tudu=/- [tudu=f- |tudu= 


B D 
= (tgu=—t(w+20)]du— ( [tu—i(4+20)]du — 
i i 


B b 
=[(-2m)du-f(--2n)du 
À i 


ciot che Qri= —2y :20+2n-20, 
che non è altro se non la (65). 

L'importanza della funzione Zu risiede specialmente nel fatto 
che, col suo ausilio, si può giungere ad una semplice ed elegante 
rappresentazione di una generica funzione ellittica f(u) che ricorda 
molto da vicino la ben nota decomposizione di una funzione razio- 
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nale in fratti semplici, e può, come quella, venire utilizzata pel cal- 
colo dell’integrale di una data funzione ellittica. 

Propriamente, cominciando dal caso in cui la funzione ha solo 
poli semplici, dico che: 

Se la funzione ellittica f(u) ha soli poli semplici ed a, 
Azz. Ur È un sistema completo (*) di questi, si ha 


(66) f(u)— Ant Ail(u—a.)+ Arl(u—a2) + corn +Af(u—a,) È 


dove A, Ary... Ar 80n0 è rispettivi residui dei poli a,, Az)... Ur, 
ed A, una costante da determinarsi opportunamente. 
Infatti basta osservare che, essendo necessariamente 


AitAst... +A,7=0 


la funzione 
Ab(u—a.)+A{(u—a2) +... +A,-}(u—a,) 


è una funzione ellittica coi periodi 20 e 20’ che, avendo in comune 
con la /(u) i poli e le rispettive caratteristiche, non può differire 
da quella se non per una costante As. 

Se invece i poli della funzione f non sono tutti semplici, per 
esempio se a, è un polo d’ordine », con la caratteristica 
An + An af È 


u—a," (u— a) ina (ud ’ 


allora si deve rimpiazzare Ax{(u—ax) con la funzione 
Anb(u—an)- Anl'(u—an)+ 
4; se 
+ San U'(u—an)— ««+(—1)" 


(nd) 
1 A," os 


(1)! 


(u—@n) 


che, come si vede facilmente, ha in a, e nei punti a questo equi- 


(5) Bi dice che un sistema di poli, di zeri, o più generalmente, di punti 
di livello e di una funzione ellittica /() è completo, se da esso, con aggiunta 
di convenienti multipli dei periodi, possono ottenersi tutti gli altri punti f—c. 
Evidentemente i poli, zeri, o punti f=e che cadono in un medesimo campo 
fondamentale formano sempre un sistema completo. 
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valenti un polo d'ordine », con la caratteristica precedente; avremo 
dunque, in luogo della (66), la formula: 


Fu) =40+ 7, [Ast(u—an) -Ax'0'(u—0n) +» + 
4) 
mr 4 


+ 1) É2m e" u-an)] 


(67) 


che, sostituendo alle derivate di Z(u) la {wu e le sue derivate, 
prende l’aspetto: 


f(u)= A+ Da [Axtu—a)+A/9(u—a)- 
" » VI a 
ii put + E e 


(u—a;)] 


Consideriamo a titolo d'esempio la funzione 


6% 
MU) = Fou 
in cui v è da risguardarsi come un parametro costante (pel mo- 
mento tale che non sia f2'v=0), la quale ha manifestamente come 
poli semplici i punti u=v,u= —v e u=0 e tutti quelli a questi equi- 
valenti, coi rispettivi residui 1, 1, —2. Per la (6) avremo dunque 


pipi = det i(u—0) +0(0+0) 2, 
donde, cambiando v in —v, segue: 


pipi dtt (+2) +1(u-0)—2u, 


eh’è la formula di prima salvo il cambiamento di A, in — Ao. 
Deve dunque essere necessariamente Ao=0, epperò si ha l'identità 


pla =U(u—-v)+l(u+v)—2lu 


che, sommata con l’altra analoga che si origina scambiando fra 
loro w e v, fornisce 


E? (+0) Quo; 
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si ha cioè la formula assai importante: 


(68) tu+o)=tuttv+ i GE 


Ù 


che, per ragioni di continuità, non cessa di esser valida ancorchè 
sia f0'v=0 e può risguardarsi come un teorema d’ addizione, non 
certo algebrico bensì algebrico-differenziale (perchè — ou è la 
derivata di Zu), per la funzione Zu. 

Notiamo inoltre che dalla (68) derivando rispetto ad w od a v 
si ottengono due nuove forme del teorema d’addizione della {2v, la 
cui deduzione diretta dalla (50) non è del tutto immediata; pro- 
priamente si ha che: 


1ìò 
Put) =pu— 3 zl 


(69) 


$ 9. - La funzione ov. 


Un'altra notevolissima funzione che indicheremo, con WEIER- 
STRASS, col simbolo ov, si ottiene operando sulla serie che definisce 
la funzione Zu in modo analogo a quello con cui, nell’ ultimo para- 
grafo di F. A. si è ottenuto lo sviluppo di sin 2 in prodotto infi- 
nito a partire dallo sviluppo di x ctg zz in serie di fratti semplici, 
Proviamo cioè a porre Zu uguale alla derivata logaritmica di una 
nuova funzione ou: 


di Ù 1 1 
(70) Te tu=l4D'(I+i+5) 


e ad integrare ambo i membri dell’ uguaglianza ottenuta; avremo così 
Ù 2 
log ou=logu+Y [log (u-w)+ î + 55 +cost., 


lai u .,1/u\2 
) dti) Fasti, 


log cu=log u+Y' log (i-z 


(71) cu=w II (1-3 e 


dove, analogamente alla convenzione introdotta pei sommatori, 
l'apice apposto al segno di prodotto sta ad indicare, che, nel far 
percorrere a w l’insieme di tutti i possibili numeri 2,20 +2n@', 
con m ed interi, bisogna eseludere la combinazione m-=n=0. 

L'interesse di queste considerazioni risiede specialmente nel 
faito che, essendo il prodotto (71), stante la sua origine, sempre 
convergente, anzi assolutamente convergente, la funzione cu è una 
funzione intera, e pertanto la (70) fornisce una rappresentazione 
della funzione meromorfa Z quale quoziente delle due funzioni 
intere cu e ou, conformemente a quanto è stato in generale rico- 
nosciuto possibile in F. A. (Cap. IV, $ 6). Inoltre non c'è che da 
derivare rispetto ad per ottenere un’analoga rappresentazione 
anche per la f0u, e propriamente sotto la forma: 


d ou o*u—cuo’v 
du cu ou 


d 
(72) gou=- Ta log ou 


Quanto allo sviluppo di ov in serie di potenze di w, sviluppo 
che, come possiamo senz'altro asserire a priori, dovrà convergere 
in tutto il piano, possiamo facilmente ottenerlo a partire dallo svi 
luppo (49) di Zu, per mezzo delle ovvie formule 


d cu 1 ,_ GU 
leg 
donde segue “ 
f(renz)a 
(78) cu=ue0 è 


Propriamente avremo così 


su=u(1-P+f-f1+ da) 


avendo posto 


u 
ila 92 4 93 6 8 7 
sir [(cu a) de alta ttansga tei 
d 
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viene dunque uno sviluppo del tipo di quelli delle formule (49), 
cioè uno sviluppo procedente per le potenze dispari di % con 
coefficienti funzioni razionali anzi razionali-intere di 9g» e 93, che, 
calcolando esplicitamente i primi coefficienti, assume l’aspetto: 


ie 50. 93 i 
(74) ou=u- mata! 
2 
LA 9_ 9293 HM 
PURE CETTE Ae RT IRE PE PET din 


La serie ottenuta mostra subito che la funzione ou è dispari, 
cioè che o(—u)= —ocw, mentre il prodotto infinito (71) ci dice che 
essa sì annulla (semplicemente) allora e solo allora che u=%w; 
nè l'una però nè l’altro c'illuminano direttamente sul comporta- 
mento di cv quando v aumenta di un multiplo dei periodi 20 e 2w*. 
Dovremo dunque cercar di chiarire questa questione per altra via 
e precisamente partendo dalla (63) che, introducendo la comoda 
abbreviazione 
(75) 2Qmn+2ny' =îj 
(analoga alla 220 +2rw'=w), potremo scrivere più concisamente 

Cutw)=lu+d, 
e donde, integrando, segue 
log o(u +%w)=log ou + fu + cost. 
cioè 
(76) o(u+w)= cef“ou, 
dove c è una costante da determinarsi. 

Per determinare la costante e occorre distinguere due casi 
secondochè m ed n sono due numeri entrambi pari oppur no, 
cioè secondochè w/2 è anch'esso un periodo di {0 oppur no. 
Nel secondo di questi due casi, essendo allora 0(w/2) +0, basta 
porre nella (76) u= —w/2 per avere senz'altro 


sw PALI 


0(w/2)= ce 30 —w/2)=— ce’ ? 6(w/2), 


cioè 
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Nel primo caso invece, supposto che la più alta potenza di 2 divi- 
sore comune di m ed n sia 2* (4 1), potremo ottenere la formula 
di trasformazione di o applicando 2* volte di seguito la formula 
precedente in cui sia stato posto 20/2* al posto di w; abbiamo così, 
considerato che 2* è un numero pari, che continua a valere la (76) 
ma con 


IE 


cda . 


In definitiva si ha dunque la formula: 


e 

(77) Pre. ’ 
dove e vale +1 o —1 secondochè w/2 è anch'esso un periodo 
di 2u oppur no, cioè secondochè m ed x sono entrambi pari 
oppur no; il che implica che può porsi 


(17) e=(— 1)mtaton, 


L'importanza della funzione cow dipende soprattutto dal fatto 
che, per mezzo di essa, non solo Zu e {2% possono, come già sap- 
piamo, venire espressi quali quozienti di due funzioni intere, ma 
anche fuzte le altre funzioni ellittiche. Propriamente dico che 
se f(u) è una generica funzione ellittica di ordine r e a, 
Gz3n Gr} dz day dr SONO due sistemi completi rispettiva- 
mente di suoî poli e zeri, non necessariamente tutti distinti 
ma scelti în modo che sia 


(78) (a1+a:+.... +07) —(01+d2+.. +5,)=0, 


come è evidentemente sempre possibile ('), sussiste la formula 


o(u— b.)o(u— bo).... ou— dr.) 


(79) fu) e o(u — a,)o(u — ag).... 0(u — a,) 


dove c è un’opportuna costante. 
Infatti, essendo di per se evidente che la frazione a secondo 
membro ha come poli e zeri rispettivamente i punti @,, @2,...., @r;j 


(!) E invero se il secondo membro della (78) invece di esser zero fosse uguale 
a 2ma + 2n0', basterebbe sostituire per esempio @, con a, + 2mn@ + 2n0' per 
rendere la condizione soddisfatta. 
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bi, b2,..., br ed equivalenti, tutto si riduce a dimostrare che questa 
frazione, che diremo per un momento F(w), è una funzione ellit- 
tica del corpo X, cioè ammette i periodi 2 e 20’. Ora questo è 
una conseguenza quasi immediata della (77). Invero, in virtù di 
questa formula, si ha 


r ., Îiu_byt0/2) 


F(u+w)=F(u)II 


» PA 
= F(u) II e(%_%#7 
him gi — an +-10/2) paesi 


= F(u)eî E (a,-b,) 


il che, tenuto conto della (78), mostra che F(u+w)=F(w). 

Per mostrare un’ esempio d’applicazione della (79) e nel tempo 
Stesso ottenere una formula anche di per sè molto interessante, 
consideriamo la funzione 


fu)=gpu— pv, 
intendendo che v abbia un valore fisso qualsiasi (diverso da un 
periodo). In questo caso è r=2 e si può assumere 
a,=a,=0; bi=v, bi=—v, 


avendo così 
ou — ov 4 1) 
pu—gpu=e LL —. 


Finalmente, per determinare la costante c, moltiplichiamo primo 
e secondo membro per ? e facciamo poi tendere « a zero tenendo 
conto che è manifestamente 


x È du 
lim u°@u=lim — =1; 
un0 +0 % 
avremo così 
1=c0(—v)ov= —co?v, 


epperò è in definitiva: 


o(u + v)o(u — v) 
(80) pu-0v== — gua | 


Dalla (80), che può essere riguardata come un teorema d’ad- 
F. TRICOMI: Funzioni ellittiche. 4 
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dizione per la funzione 0u, facendo tendere v ad u, segue facil- 
mente l’altra formula interessante: 


Di 0(2u) 


(81) pun E |, 


che, fra l’altro, può essere riguardata come una formula pel cal- 
colo di 0(2u). 


$ 10. - Sull’andamento delle funzioni di Weierstrass 
ad invarianti reali. Loro casi particolari e di degenerazione. 


Nelle applicazioni le funzioni ellittiche sorgono quasi sempre da 
quei problemi d'integrazione cui si è parlato nel $ 1, e cioè dalla 
considerazione di integrali del tipo (2), nel caso in cui la funzione £ 
e il polinomio di terzo o quarto grado sotto radice sono a coe/fi- 
cienti reali. Ne segue che le funzioni f0u (e connesse Zu e 0%) 
di effettivo interesse applicativo, sono solo quelle ad invarianti 9g» 
e 93 reali, di cui merita pertanto soffermarsi un momento a discu- 
tere l’andamento al variare di « sul piano complesso. 

All’uopo osserviamo anzitutto che quando 9g: e 93 sono reali, 
i coefficienti degli sviluppi (48), (49) e (74) di fou, {0'u, lu e cu 
in serie di potenze di « sono tutti reali, epperò fanto jg0u, 
quanto {2'u, tu e cu assumeranno valori reali per argomenti 
realì e valori immaginari coniugati per argomenti immagi- 
nari coniugati. Posto cioè, per esempio, 


P(u+iu:)=P.+iP, 


sarà di conseguenza 
(P(u—iur)=P,—iP.. 


Inoltre f0u, nel cui sviluppo figurano solo potenze pari di w, 
sarà reale anche sull'asse immaginario, mentre le altre tre 
funzioni saranno ivi immaginarie pure. 

Quanto ai periodi, si vede immediatamente che se m=r+ is 
è un semiperiodo, anche il suo coniugato v=r—is gode della 
stessa proprietà. 

Infatti, la funzione {0 (+20) — 2, dovendo necessariamente 
assumere, per u reale, valori coniugati a quelli, sempre nulli, 
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di f0(u+20)— {0u, si annullerà su tutto l’asse reale epperò dovrà 
essere sempre nulla, dunque anche 2w è un periodo di f@u. 

Per poter procedere oltre nella discussione di queste funzioni, 
e cioè essenzialmente della f0w perchè le altre, come sappiamo, si 
riconducono agevolmente a questa, occorre ora distinguere due casi, 
secondochè il discriminante 


d=gì-27gî, 


certo non nullo ($ 5), è positivo o negativo. 

Nel primo di questi due casi, cioè guardo è 4>Q0, si dimostra, 
e lo vedremo più innanzi 
(Cap. II, $ 4), che è sempre 
possibile determinare una 
coppia di periodi equiva- 
lenti (20, 20) di cui il 
primo sia reale ed il se- 
condo immaginario puro. 

Ne segue che la rete dei 
periodi è in questo caso una 
rete di rettangoli (fig. 10) 
sui cui lati la funzione {2 è, 
per di più, sempre reale. Inol- 
tre essa è reale anche sulle 
mediane delle strisce della 
rete, cioè sulle rette punteg- 
giate della figura, considerato che due punti simmetrici rispetto a 
una di queste rette sono sempre equivalenti a due punti simme- 
trici rispetto o all'asse reale o a quello immaginario, e pertanto i 
valori di f2w ad essi corrispondenti devono essere necessariamente 
coniugati. 

L'ultima considerazione, unita all'altra (già fatta nel $ 5) che 
in due punti simmetrici rispetto al centro di un parallelogramma 
dei periodi f2u prende valori uguali, mostra per di più che, nel 
caso attuale, lo studio della funzione {2u può essere limitato ad 
un quarto di un parallelogramma dei periodi, per esempio al ret- 
tangolo (0, w., 3, ws), chè per quattro punti situati come i 
punti 4, B, C e D della fig. 10 si ha 


#(A)=(C)=2(B)= 0 (D), 
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dove, come d'abitudine, la sopralineatura sta ad indicare il coniu- 


gato del numero sottostante. 
È sopratutto interessante notare come percorrendo il contorno 
di detto rettangolo in verso positivo, a partire dall'origine O, i 


E ; 


Fig. 11. 


valori di {0 su di esso, tutti reali, vanno continuamente decre- 


scendo da +00 a —0c0. 
Infatti, da un lato lo sviluppo in serie di potenze di gu 


pu=i+@u+.. 


mostra come per u—-0 sull'asse reale {9u tende a + co mentre 
tende invece a — co per u—0 sull'asse immaginario; d'altro 
lato, non è possibile che su detto contorno {2% assuma più di una 
sola volta qualsiasi valore reale c, chè altrimenti nel parallelo- 
gramma dei periodi (0, 20,, 20, 203) vi sarebbero quattro o più 
punti {?u=c, mentre possono essercene due soltanto. 
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Ne segue, fra l’altro, ricordando che f0wy=€a, che, in corri- - 


spondenza ai considerati periodi 2w e 20’, deve necessariamente 


essere 
(82) C1> 0,> la 


epperò, essendo altresì e+e,+e3=0, sarà anche: 
(83) €>0,  e8<0; 


es può invece essere positiva o negativa e precisamente, in virtù 
della seconda delle (37), avrà il segno opposto a quello di gs. 

Se ne conclude, tenuto anche conto che è f2'wa=0, che, imma- 
ginando sviluppato su di una retta x il perimetro del rettangolo 
(0, @,, ©%s, #3) e riportate come ordinate i corrispondenti valori 
di 0u, verrà fuori un diagramma del genere di quello della fig. 11. 

Quanto ai valori di 2u nell'interno del rettangolo in parola, 
considerato che essi possono facilmente dedursi da quelli sul con- 
torno mercè il teorema d’addizione, osserveremo soltanto che essi 
debbono necessariamente essere tuffi complessi, perchè in ogni 
parallelogramma dei periodi la funzione {2 raggiunge già due 
volte qualsiasi valore reale c, o sui lati inelusi o sulle mediane. 

Finalmente notiamo che i valori reali di {9'u laddove anche gu 
è reale, cioè sulle rette orizzontali della fig. 10, possono rappre- 
sentarsi graficamente, in modo elegante ed espressivo, mediante la 
cubica ©, già considerata nel $ 6 (fig. 9). 

Esempio tipico di funzione {2w a invarianti reali e discrimi- 
nante positivo, è la cosidetta /unzione lemniscatica ('), cioè la 
funzione f? nel caso 92>0, 93=0, che, in virtù della formula di 
omogeneità {41) in cui sia posto #=?, gode della proprietà impor- 
tantissima espressa dalla formula 


(84) [piu 9,0-- 94; 9,9 |. 


La lemniscatica è dunque una funzione ellittica a moltiplicazione 
complessa, cioè una funzione ellittica tale che esiste almeno un 
numero complesso m (nel caso in esame è m=t) godente della 
proprietà che f2(mu) è razionalmente esprimibile mediante {0u; 


(*) La ragione del nome è che essa si presenta nel problema della retti- 
ficazione della Zemriscata di BERNOULLI, studiato già dal FAGNANO. 
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ciò che, fra l’altro, implica la possibilità di calcolare algebrica- 
mente i valori di {2 in tutto il piano complesso noti soltanto quelli 
sull’asse reale. 

Inoltre la (84) mostra che se © è il semiperiodo reale della 
nostra $9, il semiperiodo immaginario è w'=?@. Quanto al calcolo 
effettivo di ©, e conseguentemente di &', esso è un caso particolare 
del problema generale della determinazione dei periodi dati gl’inva- 


rianti di cui dovremo in seguito occuparci. Limitiamoci pertanto, 
pel momento, a riportare senza dimostrazione (*), la formula cui 
in questo caso si perviene; essa è 


4 i 
(85) o-|i (FE-TIS 
Va lata alal; 


La fig. 12 mostra l'andamento della funzione f2(«; 1,0) per 
reale che del resto, dal punto di vista qualitativo, non differisce 
da quello di tutte le altre funzioni {2 ad invarianti reali (salvo che, 
se è 4<0, i minimi possono essere negativi). 

Passiamo ora a dir qualcosa delle funzioni a invarianti reali 
ma discriminante negativo, in cui, pur continuandosi ad avere 
un periodo reale ed un periodo immaginario puro, si presenta però 


(') Vedi per esempio HALPHEN [7], T. I, p. 64. 
(®) Il simbolo I" denota la nota trascendente che suole designarsi con 
questa lettera (funzione « Gamma »). /°(1/4) è circa 3,6256. 
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il fatto nuovo che questi non costituiscono più una coppia di 
periodi primitivi, cioè atti a generare tutti gli altri. 

Volendo quindi considerare periodi primitivi, com’ è necessario 
se si vuole che le funzioni f?u, Zu, ece. possano venir pensate come 
costruite per mezzo di essi, occorrerà rinunziare alla considerazione 
di una rete periodale 
di rettangoli, assumen- 
do invece come secon- 
do periodo della cop- 
pia: 20', per esempio 
il periodo di modulo e 
argomento minimo, e 
come primo periodo: 
2, il suo coniugato, 
il che conduce ad una 
rete del tipo di quel- 
la rappresentata nella 
fig. 13. Ne segue inol- Fig. 13. 
tre che, conformemen- 
te alle (26), nel caso attuale l’unica radice reale dell'equazione (42) 
dovrà designarsi con es e le due complesse coniugate con e, ed €3, 
e propriamente con ez quella la cui parte immaginaria è positiva. 

Quanto ai periodi reale ed immaginario puro, che potremo indi- 
care rispettivamente con 20 e 20/, essi sono manifestamente dati 
dalle formule 
(86) 


d=0+w' =wg 
6=-0+0 


ma, come s'è già detto, essi non sono primitivi, come può vedersi 
dalla fig. 13 [in cui la rete (20, 20/) (a trattini) non contiene infi- 
niti nodi della rete (20, 2@/) (a tratto continuo)] 0 considerando 
che il determinante delle (86) vale 2, e non 1 come nelle sostituzioni 
che fanno passare da una coppia all'altra di periodi equivalenti. 

Comunque l’esistenza di un periodo reale e di uno immaginario 
puro, siano essi primitivi o no, rende applicabili le considerazioni 
svolte più sopra a proposito della realtà o meno della funzione {2%, 
consentendo così di giungere rapidamente alla conclusione che, nel 
caso in esame, la {2% è reale sulle rette segnate nella fig. 13 a trat- 
tini e a puntini, e non altrove. 


FEMRATESE TN TEATRO 
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Così pure continua a valere il fatto che lo studio della fun- 
zione {9u può essere limitato a quello dei suoi valori nel rettan- 
golino (0, @, ®+/=2', è’), solo che l’area di questo rettangolo 
(tratteggiato nella fig. 13), invece di essere uguale a 1/4 dell’area 


NI 
iii 


lame 
es 


Fig. 14. 


di un parallelogramma dei periodi, è stavolta uguale alla metà di 
quest’ ultima. 

Quanto all’andamento dei valori, tutti reali, di 2% sul contorno 
dell’anzidetto rettangolo, ne dà un idea il seguente diagramma 
(fig. 14), costruito con criteri analoghi a quello della fig. 11. Come 
si vede, stavolta la f0u compie una doppia oscillazione fra + c0 
e —co invece che una semplice, assumendo due volte gli stessi 
valori nello stesso ordine di successione. 

La fig. 14 si riferisce propriamente al cosiddetto caso equi- 
anarmonico (g:=0, g3=1), cioè alla funzione 


su; 0, 1), 
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cui si riferisce pure la fig. 8, funzione che è una tipica rappresen- 
tante delle funzioni ellittiche a invarianti reali e discriminante ne- 
gativo. Essa è, fra l'altro, al pari della lemniscatica, una funzione 
a moltiplicazione complessa; precisamente, come immediatamente 
segue dalla formula d’omogeneità (41), si ha 


(7) [P(u; 0, 1g; 0,1) |, 


essendo e; una delle due radici terze complesse dell'unità, cioè 


1,8 
&= 3 ti DE 
In questo caso, interessante anche perchè ad esso si riferiscono 


le sole estese tabelle numeriche delle quattro funzioni 2, #0’, fe o 
a nostra conoscenza (*), si ha 


a-(-j-#)p np (Ha 
4 


1.73). 1:08) 
= 1,52995, o-(}-i 5) ©, o'=(p+i o) d. 

A proposito di tabelle numeriche delle funzioni di WEIERSTRASS 
ad invarianti reali, osserviamo che, in virtù della formula d’omo- 


geneità della $2w e delle analoghe, subito scritte, per {0"u, îu e ou: 


o'(u; gr, gs)=t°f0'(tu; 1*g2, 1 "93) 
SO(U; Gr, 93) = 0° (tu; 1492, 1*93) 
Cu; go, go) =6C (tu; ‘go 193) 
o(u; gr, gs) =t0 (tu; 192,693) (0°) 


(88) 


(4) JARNKE-EmDE [20], pp. 167-170. 
(®) Se, invece degli invarianti, sì pongono in evidenza i periodi, le for- 
mule d’omogeneità di {2', Î e o (analoghe alla (20) per {?w) assumono 


1’ aspetto 
'ltu|to, t0')=t*0'(u|0, 0') 


(88‘) A Utu|to,t0') =t-{(u|0,0') 
oltu|to, to') =tf0(u|0, 0'). 


Queste tre funzioni sono dunque funzioni omogenee rispettivamente di grado 
—3, —1 e +1 dei loro tre argomenti. 
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supposto g:#0, ponendo #=|g> I, si ha 
(89) p(u; 92,99) =V gs] (\g2l'u; +1,19:1*99) 


e formule analoghe; mentre, ponendo invece #=iî e cambiando 
in iu, si ha 

(90) (iu; gr, 9) =—S(U; Io, —93) 

ecc. Ne segue che per dominare dette funzioni sull'intero piano com- 
plesso basterebbe possedere, oltre le già accennate tabelle relative 
al caso equianarmonico (9:=0), due tabelle a doppia entrata for- 
nenti i valori di 0, {2° ecc., in corrispondenza ad argomenti w 
reali (e positivi), 93 reale qualsiasi e gs= +1 (prima tabella) op- 
pure gg= —1 (seconda tabella). 

Invero, le (89)-(90) e formule analoghe permetterebbero allora 
di calcolare immediatamente, qualunque siano 9g» e 7: (purchè reali), 
i valori delle funzioni sull’asse reale e su quello immaginario; donde, 
con l'ausilio dei teoremi d’addizione, si passa subito ai valori in 
qualsiasi punto del piano complesso. Tali tabelle non sono però indi- 
spensabili perchè, come presto vedremo, la funzione fw e le altre 
possono essere facilmente ricondotte alle funzioni di JACOBI che 
sono state già intabulate. 

Accenniamo infine rapidamente ai vari possibili casi dé dege- 
nerazione della funzione {2 e connesse, quando il discriminante 4 
si annulla, anche perchè le formule così ottenute illuminano da 
un nuovo punto di vista alcune particolarità delle funzioni non 
degenerate. 

All’uopo osserviamo che se, ferma restando l'ipotesi che gs e g3 
siano reali, il discriminante 4 dell'equazione cubica (42) va a zero, 
le tre radici e, es ed ez di questa, pur essendo reali, non sono più 
distinte, epperò, supposto ancora valida la (82) 0, meglio, supposto : 


ei es? e3 


e tenuto conto della prima delle (36), sono possibili solo tre 


casi, e cioè: 
A) ei=05>0, e5<0;. 
B) e>0,  es=ez<0; 
C) ei=er=03=0. 


Corrispondentemente la funzione {2% e connesse degenerano in 
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funzioni iperboliche, funzioni circolari o addirittura in funzioni 
razionali. Propriamente, come non è difficile desumere dall’inte- 
grale (31), nei tre casi sopradistinti si ha rispettivamente: 


Caso A). Posto e,=e,=a, donde segue e:>—2a, si ha: 
92=120?, g:=—8a?; w=0%0, o = Ts 
@u=-—2a+3a Ctg' (Bau), tu=—av+/8aCtg 3a) 


au: 
ou= "" gin (Bau). 
V3a 


Caso B). Posto es=e3=-—a, donde segue e,=2a, si ha: 


g:=1208,  9:=80;  0= Fe w' = 00; 
3 = Dai 
fpu- a+ — Ton tu] u+/3a cot (Bau), 


e08 


ou= Ta sin (3a v). 


g9:=93=0, o=w'= 00; 
1 1 
Pu= a du==, cu= 


CAPITOLO IL 


Integrali ellittici. 


$ 1. - Riduzione degli integrali ellittici a tre tipi fondamentali. 


Le considerazioni svolte nel Capitolo precedente ci offrono già 
la possibilità di una prima, completa soluzione (un’altra ci sarà 
offerta dalle funzioni di JACOBI) del problema fondamentale da cui 
è scaturita la teoria delle funzioni ellittiche, e cioè del problema del 
calcolo dell’integrale (2) del Capitolo precedente, val'a dire di un 
integrale indefinito del tipo 


0) [Rene 


dove R denota una funzione razionale dei due argomenti z ed y, 
legati fra loro dall’ equazione biquadratica (eventualmente cubica) : 


(2) y=@,1'+40,2° + 60,2° + 4a3T+0,, 


il cui secondo membro sia un polinomio a radici tutte distinte (*). 

In tale ordine d’idee ci proponiamo anzitutto di mostrare, con 
LEGENDRE, come ogni integrale ellittico del tipo (1) possa sempre 
ricondursi, con operazioni puramente algebriche, all’integrale di una 
funzione razionale più una somma di integrali di fre tipi ben deter- 
minati e propriamente, supposto pel momento a,+0, degli integrali 


da [ax 4+ 2a, = dr 
(8) - fa si / cin lea 


che diconsi rispettivamente integrale ellittico di prima, di seconda 
e di terza specie, con l'avvertenza che se il parametro e che fi- 


(®) Altrimenti, potendosi portar fuori dal radicale che fornisce y un fat- 
tore almeno di primo grado, il calcolo dell’integrale (1) si ricondurrebbe 
notoriamente all’integrazione di una funzione razionale. 
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gura nell’integrale di terza specie è infinito, questo è da prendere 
sotto la forma 


8) L= f mE 


Avremo così, fra l’altro, il vantaggio di porre ben in chiaro come 
la cosa essenziale nel problema di cui si discorre, non sia la na- 
tura della funzione razionale , bensì l'equazione (2). 

Allo scopo indicato cominciamo con l’osservare che, in virtù 
della (2), alie potenze pari di y possono subito sostituirsi polinomi 
in z, e alle potenze dispari prodotti di y per un polinomio siffatto; 
non è quindi restrittivo supporre che la funzione R(z,y) sia 
neare in y, cioè sia della forma 


M,(2) + Ms(2)y 
R — Ma) + Maldy 
(9) = Fa + ay 
con M,, M., N., N: polinomi in z. Ne segue, moltiplicando nume- 
ratore e denominatore per [N,(z)— N:(z)y]y, che, detti M' ed M” 
due nuovi polinomi in z, sarà ulteriormente 


M'at+M'ay 


R(x,y)= 
(9) INT) — Ni @)y"y 


cioè, tenuto conto della (2), 
Ra, y)-R()+ 0, 


dove R.(7) ed &;(7) denotano due certe funzioni razionali della 
sola 7. Ciò posto, supponiamo decomposta la funzione razionale (2) 
nel classico modo, cioè nella somma di un polinomio in z e di più 
fratti semplici della forma A4(z—c)-' (r intero positivo); avremo 
così che: 


4 [rayd=(rd4 La fEa+LAf7E 7 


dove i due sommatori sono da estendere rispettivamente a tutti i 
termini az" del suaccennato polinomio e a tutti i fratti sem- 
plici A(r— ce)”. 

. Con la (4) è compiuta la prima fase della trasformazione che 
ci siamo proposti. Resta ora da far vedere come gl’integrali che 
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figurano nella (4), e cioè integrali del tipo: 
JE MERE. 
Ja-fy da [a 


siano tutti riconducibili ad I, IL ed L. 
A tal’uopo cominciamo con l’ osservare che, detto 7 un intero 
positivo o nullo, si ha manifestamente 


a 
s (ey) = many + amy — î (mamy 3 am 100) = 
1 
Sé man (a,r'+40,1° +60,1° +40,r +0.) + 


1 
+ n am(Aar° + 12a,2° + 12axz + 4a;)] = 


43: 
2° 42m +9)a, ni +6(m+1)as 


pECET 


= (m+2)0% 
y 


+ 


A 


+22 +1)a3 A +ma, 
donde, integrando e ponendo successivamente m=0, 1, 2,...., seguono 
le formule 


2a,3:+2-3a,J:+6 10,4, +2.1a3J,=Y 
(6) 3axJ,+2-52,J3+6-2a,J3+2-3a3t, +a4t0=tY 
4003: +2-70,J,+6-3a,J3+2-5a:J,+2a,J,=£°y 


che, essendo a, #0, permettono di calcolare tutte le /,, per n>3, 
quali funzioni lineari di J,, J, e J:. Ma 


Jo=I. di=13", @oJz=I>—2a,33*; 


dunque tutte le /, si esprimono linearmente mediante gl’integrali 
fondamentali (3). 

Per calcolare le 7, ci serviremo della stessa identità precedente 
in cui z sia stato sostituito da z— c, cioè, supposto che il polinomio y° 
ordinato secondo le potenze discendenti di z—c prenda la forma 


(2°) y°=bo(e—c)‘+4b.(r-c)*+6b.(r—c)?+4b:(2—c)+d,, 
ei serviremo dell'identità 


d co) ta+2 
È H—)my]=(m+2)8, ENT + 2em +90, STO 


A 


+2(2m +1)0; sno +mb, ed, 


+6(m+1)0, ETNME 
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da cui, integrando e ponendo successivamente 70= —1, -2, —93,.y 
seguono le formule: 
— 0 it 
bo fE7® da+2-1-b, fE7* da-2-1-b,H1b.H= 31, 


pa -2-1-6,J0—6-1-b3H-2-3-b3Hx-2-b.Hr= gig 


—by-Jr-2-3-bH:—6-2-byH—2-5-bHx-38-bH=G55 
che riducono il calcolo di tutte le 77, (r22) a quello dei tre inte- 
grali fondamentali 

Jo=1, Ji=>1", H,=I. 


Invero, osservato che 


[Edd -ch, [EG de-J:-2odi+0sdo 
se b, non è nulla, la prima delle (6) fornisce subito H: quale fun- 
zione lineare di 7,, 72, 7: (*); calcolato che sia così il valore di H., 
la seconda fornisce Hi, e così via di seguito. E se invece è db, =>0, 
cioè se c è una delle radici dell'equazione y=0, considerato che 
non può essere allora d3=0 altrimenti e sarebbe radice almeno 
doppia di detta equazione, non v'è che da scartare la prima delle (6) 
e servirsi della 2*, 8°, ecc. per calcolare successivamente Ha, H3, ecc. 

Finalmente osserviamo che se è ap=0, ma a, +0 (2), le (5) de- 
terminano tutte le J, in funzione di J, ed J, soltanto, cioè di Z, 
e di /,* e, di conseguenza, lo stesso succede per le H,. Parrebbe 
pertanto che in questo caso gli integrali fondamentali si riducessero 
a due soltanto: Z, ed /;". La cosa però non va in sostanza così 
perchè, come vedremo meglio più avanti (8 5), quando è @=0, 
stante il particolare comportamento di y all'infinito, l'integrale I 
non ha più un comportamento confrontabile con quello di /3, bensì 
con quello di /, nel caso generale; sicchè, in ultima analisi, la sola 


(1) Nonchè di 7°, ma 73° è un caso particolare di I. 

(®) Se fosse anche a, «=0 l'equazione y==0 avrebbe la radice 2==00 
almeno doppia ed il calcolo dell’ integrale (1) si ricondurrebbe, come ab- 
biamo già osservato, all'integrazione di una funzione razionale. 
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differenza è che in questo caso /; non differisce sostanzialmente 
da /;*; propriamente si ha che Z:=2@,1:". 


$ 2. - Riduzione della biquadratica fondamentale 
alla forma canonica di Weierstrass. 


Se l'equazione (2) invece di avere la forma generale che ha 
avesse la forma « dî Weierstrass »: 
(1) y° 4x0 — gar 9a, 
l'integrale di prima specie I, non sarebbe altro (salvo le diverse 
lettere) che l'integrale (40) del Cap. I, cioè la funzione inversa 
della f? di WEIERSTRASS con gli invarianti 9g: e 93, © similmente, 
come più appresso vedremo, gli integrali fondamentali di seconda 
e terza specie potrebbero essere subito calcolati per mezzo delle fun- 
zioni È e o del Capitolo precedente. Basta questo per mostrare ampia- 
mente l’importanza dell'ulteriore trasformazione cui vogliamo ora 
assoggettare gl’integrali ellittici con la riduzione della biquadratica 
fondamentale (2) ad una determinata forma canonica, per esempio 
a quella di WEIERSTRASS (7), avvertendo però esplicitamente che, 
benchè noi, per opportunità espositiva, ci siamo prima occupati della 
riduzione dell’integrale ai tre tipi fondamentali e poi di quella della 
biquadratica, nella pratica converrà invece seguire quasi sempre 
l'ordine inverso e cioè cominciare da quest’ ultima. 

Ciò premesso, cominciando dalla riduzione alla forma canonica 
di WEIERSTRASS, dico che con un opportuno cambiamento li- 
neare di variabile, l'integrale (1) può ridursi ad uno ana- 
logo relativo all’ equazione (1). 

All’uopo osserviamo anzitutto che la più generale sostituzione 
lineare operata su z: 


ab+5 
(8) s=- 43, (u-ad—bc+0), 
da cui segue 
EE ER 
de= Eta dé 


ea cui è opportuno associare la seguente trasformazione di y : 


1 
@&) v= Fai 
F. TRICOMI: Funzioni ellittiche. 5 
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cambia ovviamente l'integrale (1) in un integrale dello stesso tipo: 
[Rue mde, 
e l'equazione (2) nell'altra: 
(9) n°—ar(af+0)‘+4a.(at+5)*(cE+d)+ 
+6az(af + d)*(c£+d)* +40,(a5+0)(c5+d)° +a,(cE+d)*. 
In particolare le quattro radici a,, ar, 43, @4 (necessariamente 
distinte) dell'equazione 
(10) art +40,2° +60,2* +4a,r+a,=0 


si muteranno nelle quattro radici f,, #2, 53, f, (pure distinte) della 
equazione ottenuta uguagliando a zero il secondo membro della (9); 
epperò, se la sostituzione è scelta in modo che risulti f,= 00, ciò 
che, a patto di conoscere una delle radici della (10), può immedia- 
tamente ottenersi ponendo: 


au 
cioè 
(11) pai 
4 È? 
l'equazione trasformata (9) sarà necessariamente della forma 
n= A + BE + CE+D, 
epperò basterà eseguire ulteriormente il cambiamento di variabile 


(12) Bet 


ben noto dall’Algebra, per essere ricondotti ad un’equazione della 


forma 
(13) pg AE°+B'#+C", 


e cioè, sostanzialmente, alla (7). 

La trasformazione è, come si vede, semplicissima; presenta solo 
l'inconveniente che la sua effettiva esecuzione richiede la conoscenza 
di una radice dell'equazione di 4° grado (10), il che dà spesso luogo 
ad introduzione di fastidiose irrazionalità e di immaginari. Merita 
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dunque la pena, pur riservandoci di mostrare più tardi come possa 
essere del tutto evitata (almeno nella prima fase dei calcoli) l’ effet- 
tiva risoluzione dell’eqnazione (10), far fin d’ora vedere come, nono- 
stante la presenza di a, nella (11), i coefficienti essenziali dell’ equa- 
zione trasformata possono calcolarsi razionalmente per mezzo di 
quelli della primitiva. Propriamente dico che l’equazione (13), con 
l’ulteriore cambiamento di variabili 


(14) e-jù,  n-ju 
può scriversi sotto la forma 
(15) medi 9 Ia 
avendo posto: 

9.=44,+3a—40,03, 
do, Ad, dg 


da, da Qg 
“ ds U 


do) Is= =@,4,0,-@4;5+2a,aza3— aîa,— at. 


La cosa è invero una conseguenza quasi immediata della nota 
proprietà invariantiva delle espressioni a secondo membro 
delle (16) rispetto alle trasformazioni lineari del polinomio a primo 
membro della (10) e cioè del fatto che, operando su di questo la 
sostituzione lineare (8) e liberando poi da fratti col moltiplicar tutto 
per (ct + d)‘, i coefficienti del polinomio di 4° grado in £ 


(17) bob'+4b,E° + 60,6°+4b3£+d, 


così ottenuto, sono tali che le espressioni analoghe alle (16) con essi 
formate differiscono dalle primitive solo pei fattori 2‘ e 4° rispet- 
tivamente (‘). Infatti, considerato che tanto la (11) quanto la (12) 
sono sostituzioni lineari unimodulari (cioè tali che u=1) e che, 
volendo identificare il secondo membro della (18) col polinomio (17), 
dovrà porsi 


do=0, 4b,=A, ba=0, 4b3=B', bi 0"; 


(!) Per questo teorema, di solito enunciato riferendosi a coordinate omo- 
genee (r=z,/z3), vedi, per esempio, WEBER {13], I, p. 199. 
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laccennata proprietà invariantiva ci fornisce senz'altro le equazioni: 


B' 1 
gir 4Î7=-142 


o 4/4 0 1 l 
ga=| Al 0 BI =— {40 
o B'/4 C' 


donde segue 
4 ; 16 
B'=- 9% Cl 9 


epperò la (13) potrà scriversi sotto la forma: 
4 16 
n= AE — i gi VERI 


che, avvalendosi delle (14), si riduce immediatamente alla (18). 
Resta così, fra l’altro, completamente giustificato il nome di 
invarianti già dato nel Capitolo precedente a 9: € 93. 
In particolare, il procedimento di riduzione ora indicato, appli- 
cato all’integrale di prima specie /., conduce all’ identità 


di Li Î di ; 
(18) [masini JV gg-9 | 


dove, in virtù delle (11), (12) e (14), la relazione fra 7 e E, può 


scriversi: 1/B A 
s-i(+3) 
o, meglio, 
1{P'(a) P'(4) P'(a,) 
19) Amiffo ie), grati, 
( (04l 6 az’ si Pa) 


avendo osservato che, posto 
ar*+40,2° +60,2? +40,1+ay= P(1), 
dall’ identità 
AP+ BE + 06+D-&P(a-})= 
= — Pla)® +7 P'a)e-L P"a)t+ 7 P1) 
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segue che 
A--—P'(a), B=3P"ui). 


Vogliamo inoltre esplicitamente notare che, tenuto conto di quanto 
si è osservato nelle ultime righe del paragrafo precedente, nel caso 
attuale, cioè quando la biquadratica fondamentale ha la forma di 
WEIERSTRASS, i tre integrali fondamentali di prima, seconda e terza 
specie si presentano sotto l'aspetto seguente: 


- dr 1 ada 
Jo=I; = =l *— 
ua / ai Ta la 
H-Lh-[g==: 
Jle—0ti®- 92-93 


Finalmente osserviamo che, tenuto conto che attualmente è: 


do=0, a,=1, as=0, 

Q3= — 3/4, a,= —-Y3) 

bo=0, bi=1, ba=2e, 

bs=8e° — g3/4, b,=4°—gsc— 93, 


dalle prime delle (5)-(6) si traggono le formule praticamente im- 
portanti: 


i dr Ivato) 1 
Tr E Vi gazgi+i 
. las a lAn' gar -92+ 73900 
2dr 1 ns co Ta 1 3 1 
fa TALE Gr G3+ TT) GrJ:+ 73 93do 


SI SERE AISRO 
@- Vit ga— 9 


UT cIy_(s@-i0) H,—- Var — gst— galla —0) 


Hi =/ 


ì 40° — gsc— 93 


$ 8. - Forma canonica di Legendre. 


Oltre la forma canonica di WEIERSTRASS, ha importanza la 
forma di Legendre: 


(21) y°=(1-2°)(1--k°2?) 


dell'equazione fondamentale, e ciò non tanto per ragioni storiche, 
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quanto perchè la quasi totalità delle tabelle numeriche oggi esistenti 
si riferiscono ad essa. 

Come nel caso precedente, la riduzione alla forma di LEGENDRE 
di un integrale ellittico relativo alla generica biquadratica (2), è 
possibile con mezzi assai semplici e cioè parimenti con una sosti 
tuzione lineare come la (8). Propriamente si vede subito che la 
condizione necessaria e sufficiente affinchè la (8) unita alla (8') 
muti l'equazione (2) nell'altra: 


p=(1-8)(1-#P), 


dove & (il così detto « modulo») denota una costante, è che essa 
trasformi le 4 radici a,, a:, a3, a, della (10) (considerate in un 
ordine qualsiasi) nei quattro numeri +1 e +1/k, cioè che siano 
soddisfatte le quattro condizioni: 


atòd —a+d alt +6 — a/k+b 
US" pd' n° Tot d' 03" 3/k+ d' UT Tek +d' 


che, liberate dai fratti, divengono 


/ 


\ a+b -—ac—ad =0 
a-b —asc+a:d =0 
3) at+kb—a3e—askd=0 

a—kb—ae+akd=0. 


Le (22) costituiscono un sistema di 4 equazioni linesri omogenee 
nelle 4 incognite a, b, c, d, di cui interessano manifestamente le 
sole soluzioni proprie, cioè quelle in cui una almeno delle incognite 
ha valore non nullo. Il determinante dei coefficienti deve essere 
dunque nullo, e si ha così l'equazione in k: 


1 1 a, — 
11 -@% 
(23) i + a sg 


1 —%k — a 


a ciascuna delle cui radici corrisponderà uno o più (') sistemi di 
valori di a, d, c, d (a meno di un irrilevante fattore di propor- 
zionalità) generanti le sostituzioni lineari richieste. 


() Secondo che la caratteristica del determinante (23) è 3 o minore di 3. 
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Il punto centrale della trasformazione che ci occupa è dunque 
la risoluzione dell'equazione di 2° grado (28), collegante i possi- 
bili valori di % alle radici (e quindi, indirettamente, ai coefficienti) 
della (10), equazione che, sviluppando il determinante pei minori 
contenuti nelle sue ultime due righe, diviene 

(a, a3)(aa— a,)k" —2[(a1+ar)(as + a) —2(2,0, + 2304) E + 
+(a,—ar)(a3—a)=0 

ovvero 

(1-2)4°—2(1+2)k+(1—-4)=0, 
avendo osservato che, detto 4 il birapporto delle quattro radici a., 
a:, 03, 1, cioè posto 

ua. u% 

(24) i-Gca aa 
si ha 

_i__ (Gala 
A (a, — a)(a — ag)” 
__ (tolta) — 240 + 030, , 


IE (ay — a4)(cy — dg) 
avremo pertanto, in definitiva, 
a+ 
k= 21 


cioè (immaginando il doppio segno conglobato nel simbolo di radice) 


(25) 


La formula trovata mostra che, a differenza di quel che suece- 
deva per g: e 93 nel caso precedente, stavolta % ron è una fun- 
zione razionale dei coefficienti della biquadratica primitiva. 
Anzi, ricordando che pel birapporto 4 di quattro numeri di cui non 
sia prescritto l'ordine sono possibili 6 valori distinti ('), si vede 
subito che, dati che siano i coefficienti @0, @1, Cs, 4: e a, della (2), 


(1) E cioè, detto 4, uno di essi, 4g, 1--Zy, 1/%; 1/(1-—40), Z/l&o— 1), 
do — 1)/40- 
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i possibili valori di % sono dodici, cui corrispondono però solo 
bei valori distinti di k® ('). 

Se non si esige che la riduzione a forma canonica debba es- 
sere compiuta mediante una sostituzione lineare, essa può essere 
anche effettuata in un altro modo che, fra l'altro, presenta il van- 
taggio di condurre ad un valore più semplice del quadrato £° del 
modulo. 

All’uopo cominciamo con operare una sostituzione lineare del 
tipo (8) sulla z, imponendo che essa mandi le quattro radici 
della (10), considerate per esempio nell'ordine a,, as, Gi, dz, nei 
quattro punti #=00, #=0, #=1, #=1/k*, pel che dovranno essere 
soddisfatte le quattro equazioni lineari ed omogenee in a, b, c e d: 


a b b a+ bk 

a Fim sii-a, eta 
donde facilmente si trae che 

ae l'io 
(26) k°=(a,, a:, 03, ae it: ani 
e 
ti) e d 

2 e è 
7) aa, —a;) ala —@a) ada da 


Con tale sostituzione l'integrale (1) si cambierà manifestamente 
in uno della forma 


[EG FA-DA=FA)d, 


epperò basta operare l'ulteriore sostituzione (quadratica) 
é =dti Ù 

per fargli assumere l'aspetto 

(28) [Rie VA-MDA-RE))dA, 


cioè per ridurlo alla forma canonica di LEGENDRE. 


(!) Perchè due valori di Z che siano l’uno il reciproco deli' altro 
conducono manifestamente a valori di % differenti solo pel segno. Inoltre, 
osservato che il cambiamento di Vi in — Vî muta % in 1/k, si vede con 
pari faciltà che di questi 6 valori di 4° tre debbono essere i reciproci degli 
altri tre. 
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In altre parole: la sostituzione quadratica 


__alitb 
(29) 17 Ra 


ove a, b, c e d sono quattro numeri soddisfacenti alle (27), 
cioè proporzionali rispettivamente a 


aa — a), asa —di), aaa, ai Us 


muta l'integrale (1) in uno del tipo (28), ossia riduce la 
biquadratica fondamentale alla forma canonica di Legendre, 
col valore (26) del quadrato k*® del modulo. 

‘.Dipendentemente dall'ordine delle quattro radici sì potrà effet- 
tuare la riduzione in 24 modi diversi (‘), ai quali corrispondono 
però, come si è già osservato, soltanto seî valori distinti del bi- 


rapporto 

(a, Az, d3) u) =k, 
e propriamente valori tali che, se indichiamo con %î uno di essi, 
gli altri 5 sono: 

1 1 LA H—-1 
1-8 BL 

In particolare, applicando il procedimento suindicato all’inte- 

grale di prima specie /,, si perviene all'importante identità : 


1% 


80) L= de = 
I Vaggt + 40,23 + 607° + 403r 4-0, 
2 È dé, 
Vas(a, — a(as — 43) I (1— tia — RE) 


che, ponendo in evidenza le quattro radici del radicando del primo 


(!) Ricordiamo che i 24=4! birapporti di quattro numeri (o di quattro 
punti, ecc.) godono, oltre che di quelle già ricordate, delle seguenti proprietà : 
1). Scambiando fra loro due elementi qualsiasi e simultaneamente gli 


altri due, il birapporto non si altera. 
2). Scambiando fra loro i due primi elementi o i due ultimi, il bi- 


rapporto si muta nel suo inverso. 
3). Seambiando fra loro i due elementi medi o i due estremi si ot- 


tiene un birapporto che, sommato col primitivo, dà uno. 
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membro, sopprimendo in ambo i membri il fattore Ya, ed eseguendo 
l'ulteriore sostituzione 
Z,=SÎn gp, 


prende l'aspetto: 


È dr 2 dp 
80” PA i 
POI J Vae—a)le— a) a) —-a) Va a) 3/ Vi sinîg 
k°=(a,, 3, 03, Q4). 


Il metodo di riduzione a forma canonica di cui ci siamo ora 
occupati, presenta, in confronto al primitivo mediante una sostitu- 
zione lineare, il vantaggio grandissimo di poter evitare ogni intro- 
duzione d’immaginari se l'integrale di partenza è reale, cioè 
SC do) Gio, G, Sono reali ed z varia in un intervallo in cui il 
radicando P(7) è sempre positivo, indipendentemente dalla realtà 
o meno delle 4 radici a,, a», az, 0, della (10). Inoltre si possono 
disporre le cose in modo che il modulo % risulti sempre com- 
preso fra 0 ed 1. 

Per vedere ciò è però necessaria una discussione alquanto mi- 
nuta (*), dovendosi distinguere molti casi secondo il numero delle 
radici reali della (10), il segno del coefficiente della più alta potenza 
di in P(z), ece., e considerare ciascuna volta le radici in un ordine 
opportuno. Ci limiteremo pertanto a riportare i risultati cui si per- 
viene, che sono condensati nel quadro sinottico di p. 76-77 (*), pel 
cui uso è da tener presente quanto segue: 

1). Si suppone che il coefficiente della più alta potenza di z 
nel polinomio sotto radice sia stato preventivamente ridotto, com’ è 
sempre possibile, a +1. La seconda colonna indica a quale di questi 
due casi ci si riferisce. 


(') Vedi, al riguardo, DurÈGE-MAURER [3], Kap. 1, $$ 9 e 12, Limita- 
tamente alla dimostrazione del fatto che X° può sempre farsi risultare reale 
e compreso fra 0 ed 1 (il che è quasi di per sò evidente se le radici sono 
tutte reali o tutte complesse), può vedersi anche BrancHI [2], p. 488. 

(}) Le formule contenute in questo quadro sono state tolte, salvo qualche 
lieve cambiamento e completamento, dalla pregevole raccolta di HoùEL [19], 
($ XXVII) in cui si trovano pure, nel caso delle radici tutte reali, le for- 
mule relative alla riduzione a forma canonica mediante una sostituzione 
lineare, poste anch'esse sotto una forma molto comoda. 
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2). Per abbreviare si è posto 
Qrg=05— dr, (r,8=1,2,3,4). 


8). Se l'equazione (10) ha due radici reali e due complesse 
coniugate, si suppone che quest'ultime siano: 


a=btî,  a=b-îi  (e>0); 


se invece le radici sono tutt'e quattro complesse (a due a due 
coniugate) si suppone che esse siano: 


a,=b,+îc,, ag=b,—iîc,, as=bs + ic, a,=b,—ic. 
(b,> ba, c>O0, c2>0). 


4). Nel caso (V) esistono anche altre, analoghe formule di 
trasformazione in cui d, è rimpiazzato da d» e €, da cs. Esse non 
sono però senz'altro deducibili da quelle riportate con l’accennato 
scambio, stante la dissimmetria inerente alla disuguaglianza d,> ds. 

5). La quantità 7 fornita dall'ultima colonna, è il fattore nu- 
merico relativo alla trasformazione dell’integrale di prima specie /,, 
cioè il coefficiente indicato con questa stessa lettera nella formula: 


da mf dp 
VE G=goal) SV | 


(80°) 


intendendo che gli integrali dei due membri siano estesi fra i « Zi- 
miti corrispondenti » indicati nel quadro. 

6). Le formule di trasformazione indicate non sono le sole 
possibili, bensì quelle che, nella maggior parte dei casi, si sono 
rivelate quali le più convenienti. 
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Quanto ai tre integrali fondamentali di prima, seconda e terza 
specie, in base alle nostre considerazioni generali del $ 1, essi, nel 
caso in cui la biquadratica fondamentale ha la forma di LEGENDRE, 
si presenterebbero sotto l aspetto : 

dz 

I=>f[goe==== 

Ù Sa TR) RR) 
Je 

| Va-Da=RA' 

hi de 

L= =. 

* J @-oVa—= 1-2) 


Considerato però che si ha manifestamente 


ni? (1 W2)dr 
dr= | =]1,-1I; 
| va J Ta Da ea | 


= (1 +e)dr 
"le@- ala Dir 


if dr) n al dr 
sle-ala-A1-#d (aaa 


e che, ponendo z°?=z’, l'integrale 
fr e ca 
J @- AVA -F2) 
si riduce ad un integrale elementare; possono invece considerarsi 
quali fondamentali, come è abitudine, i tre seguenti: 


F= f n 
IVA DA RR) 
(ff RR? 
1) E-||V= da 


de 
He) (Esa 


che, ponendo z=SÎn 9, —1/e°=n, prendono l'aspetto particolar- 


mente semplice : 
F= [ de, 


(81) ! E-fvi=# sin° 9 dg, 
Il i dp = 
\ (1+ sin? 9) Vi—% sin? @ 
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L importanza pratica di questi integrali, e di riflesso della forma 
canonica di LEGENDRE, risiede soprattutto nel fatto che dei primi 
due o, per esser più precisi, delle due funzioni 


P 
FI fe 
(0, 4) f is: 
(82) È 


LP 
Eo,=[VÎ=%7 sin pdg 
é 


{dove le integrazioni sono da intendersi eseguite lungo il cam- 
mino rettilineo da 0 a ge i radicali presi col segno +) esistono 
accurate tabelle numeriche a doppia entrata (‘) che ne facilitano 
enormemente il calcolo. Non così invece dell’integrale di 8° specie: 


P 


(83) Han=/7 atea 
i (1+ x sin? g) Ve sing’ 


pssondo praticamente pressochè impossibile costruire tabelle nume- 
riche per funzioni di più di due variabili. Dei metodi pel calcolo 
numerico dell’integrale Z7 si vedranno più avanti (Cap. III, $ 7). 

Osserviamo finalmente che, quando la biquadratica fondamen- 
tale ha la forma di LEGENDRE, avendosi, con le notazioni del $ 1, 


lt 
6’ 


=? 
a =k, a,=0, CA az=0, a,=1, 


le formule di ricorrenza (5) prendono l'aspetto particolarmente 
semplice : 


ZUeTi—(1+43)J\ = VA=2)(1-#°2?) 
6) 3ET,—2U1+#)J:+Io=e{(1-29)(1- 722?) 
AlT:—3(1+19)T: +23 = VA 2A R°2°) 


Le (6) invece non si semplificano essenzialmente, ma esse pos- 
sono essere agevolmente sostituite con formule di ricorrenza più 


0) hp , JAHNKE- E L) dicon | 
4) Vedi, per esempio, HNKE-EMDE [20], pp. 133-144, e altre tavole 
[20]; ta 
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adatte al caso per cui rimandiamo alle già citate tavole di HOÙEL 
[19], $ XXVIII, di cui quella di uso più frequente è la seguente: 


P 
1+@ KE\( dg = 

(34) an (i + + 5) J (1+n sin? 9)? Vik sing 

d 


1+# k 
—n(1+2 LE 43 =) Il(9,n, 6) +E(9,5)- 
o in g co = 
-(1+ S)F9 CE iaia sini 9. 
Facendo tendere n ad 00, la (34) fornisce la formula interes- 


sante: 


e [arene —VT= sin p - cotg 9 
3 sin @ Vi 


— Re sin* @ 
che, volendo dare dei limiti all’integrale, è (stante la singolarità 
della funzione integranda per g=0) da interpetrare nel senso che, 
se gi e gr SONO due argomenti non nulli e se il cammino d’inte- 


grazione non passa per g=0, si ha 


Pr 
mM |(_ dano 
(84°) la gli e sin? 9 
PI 
= [F(9, k) Elo, h) _VI=%? sinî p - cotg gli. 


$ 4. - Discussione dell’integrale ellittico di prima specie 
e determinazioni dei periodi di @(u; 92,93) 


Essendo le trasformazioni di cui ci siamo finora occupati in 
questo Capitolo, prevalentemente di carattere algebrico-formale, non 
è stato finora necessario spender troppe parole per precisare le 
determinazioni da considerarsi dei radicali che ci si sono presen- 
tati, i cammini lungo cui dovevano pensarsi eseguite le varie inte- 
grazioni ecc. Volendo però procedere, com'è necessario, ad uno studio 
più approfondito dei tre integrali ellittici fondamentali, non è ora 
più possibile prescindere dalle suaccennate questioni, che trovano 
pieno chiarimento osservando che un differenziale ellittico qual- 
siasi, per esempio il differenziale 

ia 
Van=ga_- 9 
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che figura nell’integrale di prima specie sotto la forma di WEIER- 
STRASS, pur non essendo una funzione univoca dei punti dell’or- 
dinario piano complesso, ha invece uno ed un sol valore in ciascun 
punto della superficie di Riemann della (7), su cui dovranno per- 
tanto considerarsi, e non sul piano, i vari possibili cammini d’inte- 
grazione, ecc. 

Occorre dunque occuparsi anzitutto della costruzione della rie- 
manniana (a due fogli) d’una funzione y(z) del tipo di quella defi- 
nita dall’equazione (2), il che si ottiene con tutta faciltà segnando 
sul piano complesso (pensato come doppio) le quattro radici a,, as, 
az, a, della (10) (che sono ovviamente i punti di diramazione della 
funzione) e collegando due di queste (per esempio a; e a») e le rima- 
nenti due (az e a,) mediante curve qualsiasi (per esempio segmenti 
rettilinei), non mutuamente intersecantesi, lungo cui si penseranno 
connessi i due fogli (vedi fig. 15 
in cui, per la perspicuità, la su- 
perficie è rappresentata tagliata 
in due pezzi). 

Invero la superficie connes- 
sa, cioè tutta d’un pezzo, che si Fig. 15. 

è venuta così a generare, è tale 

che girando (una volta sola) intorno ad uno qualsiasi (ed uno solo) 
dei punti a,, as, a3 € a, si è obbligati a passare da un foglio all’altro, 
cioè a lasciar permutare fra loro le due determinazioni di y, come 
effettivamente avviene per la funzione. 

Bastano già questi pochi cenni di natura topologica, su cui non 
insistiamo (‘), per poter enunciare e dimostrare la più notevole e, 
in certo senso, inaspettata proprietà degli integrali ellittici di prima 
specie, e cioè che essi restano finiti su tutta la riemanniana, 
punti all'infinito compresi. 

Quest’importantissima proprietà che, se l'integrale 

L-[£ Sr = a : 
IVP) J Vagt+ 4a, + Gay + 4a +0, 


() Per maggiori dettagli vedi, per esempio, i trattati di BIANCHI {2] e, 
specialmente, di HvrwITZ-CouRANT [8] in cui si troverà fra l’altro Y osser- 
vazione, per alcuni riguardi fondamentale, che la riemanniana da noi co- 
struita può trasformarsi topologicamente (cioè con continuità) in un foro. 


F. TRICOMI: Funzioni ellittiche. 6 
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non fosse una funzione polidroma di 2, sarebbe in contradizione 
col teorema di LIOUVILLE, si dimostra in due righe facendo vedere 
come I, resti finito anche negli intorni dei soli punti della rieman- 
niana su cui potrebbero sorgere dei dubbi, e cioè dei punti a,, az, 
a3,; Ad, e 0. 

Infaiti, tenuto conto che le radici an (4=1, 2, 8, 4) sono per 
ipotesi tutte distinte, il polinomio P(2) sotto radicale può mettersi 
sotto la forma 


bole— an) + bu(e— an)" +bs(2— an)" + bs(e—an)* 


con 90, epperò la funzione integranda ammetterà, nell'intorno 
del punto z=ax, uno sviluppo della forma 


ES i, 
Pe 74 Bi(2—an)?+ 
0 


donde segue 
È L 
Tia # (e an)*+3 Bi(e-an)"+ — + Cost. 
(i) 


Quanto poi al punto all'infinito 0, meglio, ai due punti 2= 00, 
basta eseguire la solita trasformazione z=1/5, con che si ha 
I; f LS s 
ul J Var + ia, + Gay? + 4a? + al! 


per constatare come /, resti anche colà finito, non escluso il caso 
in cui, come nella forma di WEIERSTRASS, sia a,=0 ma a, +0. 

La fig. 16 (tratta dalle più volte citate tavole di JAHNKE ed 
EmpE) dà un'idea dell’ andamento del modulo di una delle deter- 
minazioni dell’integrale di prima specie di LEGENDRE F(,k) nel 
caso di X=0,8, lasciando intuire abbastanza bene come la funzione 
resti sempre finita, anche per p-+00. La parete verticale nel mezzo 
della figura, che denota un salto bruseo di |}, proviene dalle 
discontinuità che inevitabilmente s’ introducono quando si vuol con- 
siderare nella sua integrità una certa determinazione di una fun- 


zione polidroma. 

Per procedere oltre nello studio degli integrali di prima specie 
e propriamente per cercar di dominare la loro polidromia, propo- 
niamoei ora di determinare gli eventuali cammini chiusi, o cielî che 
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dir si voglia, non riducibili per deformazione continua a punti, 
esistenti sulla superficie di RIEMANN precedentemente costruita. 


7 


Fig. 16. 


A prima vista parrebbe che essi siano almeno (0-6 e cioè al- 
meno tutti quelli involgenti due qualsiasi dei 4 punti a,, a, a3 e a 
ma, con un esame più attento, non è difficile RE 
convincersi come tutti questi cieli siano topo- 
logicamente riducibili a due soli, opportuna- 
mente scelti fra essi: per esempio a quelli 
indicati con le lettere y, e y3 nella fig. 17 (in 
cui l’arco punteggiato si riferisce ad un cam- 
mino sul foglio inferiore della riemanniana). à; S% 

E invero Fig. 17. 
se, per esem- 
pio, si considera il ciclo y’ della 
fig. 18, cioè un ciclo avvolgente i 
punti az e a,, non è difficile rico- 
noscere che, con ovvio simbolismo, 
si ha 


fi 


= Y3. 


Infatti, come chiaramente si ri- 
leva dalla fig. 18, il ciclo y3+y' è 
topologicamente equivalente al cer- 
Fig. 18, chio €, che, comprendendo nel suo 
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interno tutt'e quattro i punti di diramazione a,, az, 3 ® @, SÎ 
riduce virtualmente a un punto (il punto all'infinito del foglio supe- 
riore) facendone crescere indefinitamente il raggio. (La cosa si ve- 
drebbe ancor meglio lavorando sulla sfera complessa invece che 
sul piano). 

Ne segue che la « differenza » fra due qualsiasi cammini della 
riemanniana aventi i loro estremi in due determinati punti a e 2 
è necessariamente equivalente o ad un punto o alla « somma » di 
un « multiplo > di y (val’a dire y, percorso un certo numero in- 
tero di volte) e di uno di y3, il che implica che tutti i possibili va- 
lori dell’integrale di prima specie I, esteso da un certo a ad un 
certo 2 sono compresi nella formula 


(35) I.(A)=I%)+2m0+2n0', 


dove I” denota uno qualunque di essi, m ed n sono due numeri 
interi qualsiasi e si è posto: 


de e dz 
(86) 20-Pri 23=D 7 


Queste considerazioni generali, di cui è superfluo sottolineare 


l'importanza, applicate al caso particolare dell’ integrale di 1° specie 
sotto la forma di WEIERSTRASS : 


z 


( de 
di "| ala 


in eui, con le notazioni del Capitolo precedente, si ha 
au=t, ag =@2, a3=€3) aus) 


ci consentono di risolvere un fondamentale problema sulla fun- 
zione fw che nel Capitolo precedente era stato solo adombrato, e 
cioè il problema della determinazione dei periodi 2m e 20 
dati gl'invarianti gs e ga, sotto la sola condizione che sia 


A=gì—279+0. 


Infatti, considerato da un lato che ad un determinato valore {2 
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del limite superiore 2 dell’integrale (87) eorrispondono gl’infiniti 
valori di u dati dalla (35), e dall'altro che la f2u è, come già sap- 
piamo, una funzione uniforme di u; dovrà necessariamente essere 


P(u+2mw+2n0')= 0, 


il che mostra come i due numeri 2w e 2w' dati dalle (36), dove y, 
e ys sono i cieli contraddistinti 

con queste lettere nella fig. 19 (*), } 

possono identificarsi coi 26 e 2w' 
del Capitolo precedente, cioè costi- 
tuiscono una coppia di periodi pri- 
mitivi della funzione {O(; 92, 93). 

Naturalmente i periodi 2w e 
20' dati dalle (86) non sono uni- 
vocamente determinati perchè i 
cieli y, e ya possono scegliersi in 
tanti modi divesi ma, dopo quanto 
abbiamo visto nel Capitolo prece- 
dente, possiamo a priori asserire . 
che il sostituire ai due cicli y, e Fig. 19. 

Ys altri due y,’ e y3’ topologica- 

mente distinti, non potrà avere altro effetto che sostituire alla 
coppia (w, ©’) una coppia (è, a’) equivalente alla prima nel senso 
del $ 5 del Cap. I (?). 

Le (36) consentono fra l'altro di dimostrare immediatamente 
un fatto da noi asserito, senza dimostrazione, nel Capitolo prece- 
dente ($ 10), e cioè che se gli invarianti 9» e 93 sono reali ed è 
per di più A=gî—2795>0, è possibile scegliere una coppia di pe- 
riodi equivalenti (2w, 20’) in modo tale che w sia reale e @' imma- 
ginario puro. 

Infatti, ricordato che nelle condizioni suddette e, 6, ed ey sono 
reali, ed assunti come cieli y, e y3 (nell'ipotesi che gli indici delle e 
siano stati posti in modo da aversi e, > e:>€3) rispettivamente i 
due segmenti doppi (ez, e») ed (es, e.) dell'asse reale; basta seri- 


(') La condizione A4+0 assicura che la figura si presenta proprio come 
è stata disegnata, cioè con e,, e», e; punti distinti. 
(£) Incluso il caso ad — fy=— 1. 
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vere le (36) sotto la forma 


e 
(lag pa 
(369) Sa de 
È i) Tae pe = me — 09 
@ 


ed osservare che nel primo integrale il radicando è sempre 208?- 


Ù nelu- 
i mentre nel secondo è sempre negativo, per col 
i dere che w è reale ed @' 
AK 


immaginario puro. 
Quanto al calcolo effet- 
tivo, cioè numerico, di @ 
e w' dati gs e 93, nella pra- 
tica, anzichè servirsi pro- 
L prio delle (86), si preferi- 


sce ridursi al problema a- 
nalogo per gl’'integrali sotto 
la forma di LEGENDRE nel 
modo che sarà indicato nel 
+ Capitolo seguente. 
A proposito dell’inte- 
tt grale legendriano di prima 
specie, cioè in sostanza del- 
Ì i % la funzione F(9, £) defini 
Go 20° 40° 60° B80°90° ta dalla prima delle (32), 
vogliamo infine notare che 
se g è reale e % è reale e 
compreso fra 0 ed 1, ipotesi sempre realizzabili nei casi che Si 
vamente si presentano nelle applicazioni, al crescere di 9 da 0a si 
(intervallo a cui ci si può ovviamente limitare nello studio della F) 
F(9, k) cresce monotonamente da zero al valore F(x/2, k), che è uso 
chiamare integrale completo (di prima specie) e Lncicare col gra 
bolo K, o K(X) se è necessario porre in evidenza il modulo %. Si 


NI » 


Fig. 20. 


pone cioè 2/2 n 
SA ali "il Vi=F sing 
ò 


INTEGRALI ELLITTICI 87 


Anche K ha un comportamento monotono al variare di 4, pro- 
priamente, al crescere di % da 0 ad 1, K cresce da 2/2 a +00 nel 
modo indicato dalla fig. 20, in cui, secondo un uso molto diffuso 
fra i calcolatori, la variabile indipendente è a=arcsin% invece 
di 4, cioè si è posto 
(39) k=sin a. 


Se % è piecolo, K si calcola bene mediante la serie 


(40) K=5 fi + ge + (Fi) +* sì k+ vel 


facilmente deducibile dalla (38) sviluppando in serie il radicale e 
ricordando che 


@m_i)a 
“(2m) 2° 


Se invece % è molto vicino ad 1, la doppia disuguaglianza, sulla 
cui dimostrazione non possiamo soffermarci: 


(41) logip.4<K+log/1-#?<3, 


fornisce un valore sufficientemente approssimato di K. Altri metodi 
di calcolo e altre formule su K si vedranno più innanzi (*). 


$ 5. - Integrali ellittici di seconda e terza specie. 


Gli integrali ellittici di seconda specie, invece di restar sempre 
finiti come quelli di prima, presentano dei poli. Propriamente, 
supposto di essere nel caso in cui i quattro punti di diramazione 


(*) Alcuni nuovi, assai semplici, sviluppi in serie della funzione K e 
dell’integrale incompleto F trovansi nelle mie Note: Trasformazioni funzio- 
nali e polinomi ortogonali, în ispecie sferici e Generalizzazione di una 
formula sui polinomi di Legendre. [Bollett. Unione Mat. It., 14 (1935), 
pp. 213-218, 277-282 e 15 (1936), pp. 102-105]. 

Per esempio, trovasi ivi la formula: 


passa e 
Se Din (dn +1)a, (0 <a< x{2). 


Q [1-2 
K(sina)=a x | = 
n=0 i 


CIR N rice piazze flare dci edi dirti dire TTT 
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sono al finito, l'integrale fondamentale 
_ agì + 20,2 de 
n=} Tre) 

del $ 1 (in particolare, l'integrale E di LEGENDRE) ae n 
poli semplici (con residui uguali e contrari) nei punti all'infinito 
dei due fogli della riemanniana, restando sempre finito altrove. 

Infatti con la solita sostituzione z=1/t (cfr. paragrafo prece- 
dente) si ha successivamente 

c)de _ 
ad + 20,8 LA (ao + 204 È 
Pa) da EVa, +40, + 6a,” + 4az6® + 0,6* 


1 40 4004) 
pi 4200 (14 TASCA] 


2 2aî — ag@a La 109 
ct (a+20,0)(1- club ri si se) 


Vant® 
1 a+ 30049 19 DE 
—piplut PAR SE ) 


dove l'asterisco * pone in particolare risalto la sparizione del ter- 


mine in È e donde, integrando, segue 
Yan _ di + 8000 T+. + 008Ì.; 
(42) L= 7 ai Vas ; 
I, ha dunque, come s'era annuneiato, due poli semplici cal re- 
sidui +}a nei due punti impropri dei due fogli della riemanniana. 
Se invece a,=0, come per esempio accade nella forma di 
WEIERSTRASS, allora si ha: 


2de di Li 
VP) tVaa,t + 6agt® + 4036! +0! 
1 1430 È x 1 (grate __3% tuR4 -) 
Va ( e da, + x) 2Va, 404 


e lo sviluppo (42) viene sostituito dall'altro: 
(42) x (e UR za, È +...) +-008 


n nai . 
che pone bene în luce come in questo caso il punto all infinito, vi 
mune ai due fogli, sia la sovrapposizione di un polo e di un punto 


di diramazione semplici. 
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Quanto alla polidromia degli integrali di seconda specie, 
non vi è naturalmente quasi nulla da cambiare a quanto si è detto 
nel paragrafo precedente per quelli di prima specie, epperò la (35) 
continua a valere sostanzialmente immutata se al posto di /.(z) si 
pone /s(2); si ha cioè 


(48) Ix(2)=I(2) +2mò+2n0', 
avendo posto 
(44) 26- a+ 20,2 dz 2a = ag? + 20,2 
. Ga, 117) 5% dz. 
n Va 


Se l'equazione fondamentale ha la forma di WEIERSTRASS, la 
riduzione dell’integrale fondamentale di 2* specie 


I.(2)= osa 2, 

o i Vi gag; 
alle funzioni studiate nel Capitolo precedente, pur non essendo così 
immediata come nel caso dell’integrale di 1° specie (ch'è la fun- 
zione inversa g0* della 62) è però sempre molto facile. Invero, posto 


(45) z= $0U, 


l'integrale precedente prende la forma 


L(a)=| @udu 


donde, ricordando che Zu è l'integrale di — f0udu e tenendo conto 


che u è determinata solo a meno di multipli di 2w e 2w', segue 
h(a)= —t(+2m0+2n0'); 


ma quando « aumenta di un multiplo qualunque di 2w o 2” 
tu aumenta dello stesso multiplo di 27 0 2x/ (form. (68) del Cap. 1), 
quindi avremo in definitiva (cambiando m ed 7 rispettivamente 
in me —n): 


(46) Lla= ft 142 +20, (gu=d) 


o, in forma più concisa, 


(467) hla)=- 002). 


LA IAN LILINIAINI VM IUSITI RIESI 
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Ne segue in particolare che i periodi 20 e 20/ dati dalle (44) 
possono nel caso attuale, senz’ altro identificarsi con le costanti 27 
e 2’ del Capitolo precedente. 

Se invece l'equazione fondamentale ha la forma di LEGENDRE, 
l'integrale fondamentale di seconda specie cioè, in sostanza, la fun- 
E zione E(k, g) definita dalla 
seconda delle (82), non ri- 
chiede ulteriori trasformazio- 
ni, trattandosi di una funzione 
di comodo maneggio di cui, 
come della F(9, X), esistono 
estese tabelle numeriche. Pro- 
priamente, se 9 è reale e £, 

D w «60° pure reale, è compreso fra 0 

Fig. 21. e 1, E(g,%) cresce sempre, 

al pari di F(9,%), al ere 

scere di @ da 0 e x/2, e propriamente da zero ad un certo va- 
lore E=E(x/2, 4), dato dalla formula 


w 


PMESGIS 


2/2 
(47) E(k)=|\1=#? sin? 9 dp 
0 
che prende anche qui il nome di integrale completo (di seconda 
specie). Solo che stavolta, a differenza di quel che succedeva nel 
caso di K, E(%) decresce da x/2 a 1 al crescere di Xda 0 ad 1, 
come è illustrato nella fig. 21 (‘) e come facilmente si desume 
dalla (47). 
Inoltre vale lo sviluppo in serie, analogo alla formula (40): 


co sit: 


Passiamo ora a dir qualcosa degli integrali ellittici di terza 
specie, nei quali si osserva il fatto nuovo della presenza di singo0- 
larità logaritmiche. Propriamente l'integrale fondamentale di 
terza specie 


È de 
Ile) sl e- 9a 


(4) In cui si è posto, come dianzi, k=sin a. 
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che manifestamente resta finito tanto all'infinito quanto nei punti 
di diramazione a, a:, a3 € a, presenta due punti d’infinito loga- 
ritmico con le rispettive parti principali 


1 1 
== log (£— MELI 
Tra 5 Lala VP) Mesò 


nei due punti sovrapposti 


2=6 VPa)= +VYP(o) e z-ce, VPa)--VP(o) 


della riemanniana dell'equazione fondamentale (2). 

Ne segue che l'integrale in discorso non ha più due « periodi » 
come i precedenti, bensì tre e precisamente che i suoi valori in 
un punto z sono legati ad uno qualsiasi /°(2) di essi dalla formula 


49 =I0 ImQ pop si 
(49) Ix(2)= I) +2m2Q+2n0Q' + pa 


dove m, », p sono tre numeri interi qualsiasi e 


de dz 
50) 20 - > 20 _ 
ubi g @—-0VPe)' gi G- 07)" 
f Di 


supposto che i cicli y, e y, siano stati determinati in modo che i 
due punti z=e non cadano nell'interno di essi. 

Occupiamoci finalmente della riduzione degli integrali di terza 
specie sotto la forma di WEIERSTRASS alle funzioni studiate nel 
Capitolo precedente, cominciando con l’osservare che, essendo mani- 
festamente 


Vini ge — 93 + Viggo 93 gy 
@e—0 Virs— ga gr 


=log e-)+/00 go go | pi 
og (rc) +}4e'—gse »| as: 


nel caso in esame potrà assumersi come integrale fondamentale di 
terza specie il seguente 


(51) Ly i) 


Vas — gs — 93 + VIS gie — ga da. 
(@a— e) Var — gir — 93 


92 CAPITOLO SECONDO 


Ciò posto, operiamo la stessa trasformazione r=f0f di più 
sopra e poniamo altresì 
$y=0; 
avremo così: 


,_1(0@!5+6@" 
5=i/ pi= Py dé + così., 


donde, servendosi della formula (68) del Cap. I ove sia stato 
posto u=, v= —y, Segue 


I5={{t(E—y)—58+£7]d8+ cost. 


ma la funzione È è la derivata logaritmica della 0, quindi sarà ancora 


d dé —- 7) 
5-f E log SE +5] dé+ cost., 


donde, integrando, segue 


de—n 
sì 


(52) Ix'=log +îy - E+cost., 


dunque, tenendo conto della indeterminazione che affetta È e 
delle (63) e (77) del Capitolo precedente, avremo in definitiva : 


I/=rog E? +ty 8+2m(ty 0-79) + 


Ci 


(53) +2n(ty + w'—yn’)+ cost. |- 
(pi=z, P7r=0) 


La formula ottenuta mostra in particolare che i tre periodi del- 
l'integrale /:' sono attualmente: 


ay 0- n), Mya), 27 


epperò le quantità analoghe a quelle più sopra denotate con 20 
e 2' dovranno potersi esprimere quali opportune combinazioni 
lineari, a coefficienti interi, di queste tre quantità. 

Concludendo : 

Ogni integrale ellittico della forma (1) può, con opera- 
zioni puramente algebriche, ridursi ad una somma d’inte- 
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grali di tre tipi ben determinati (integrali ellittici di prima, 
seconda e terza specie, I,, Ir e I) che, se l'equazione fonda- 
mentale ha la forma di Weierstrass (7), si calcolano con le 
formule: 


( I(a)=02, 
(54) I(a)=—(672), 


I og EE 4a pra. 


Se invece l'equazione fondamentale ha la forma di Le- 
gendre (21), allora gli integrali di prima e seconda specie 
sono sostanzialmente le funzioni F(9, k) ed E(g,k) di Le- 
gendre, di cui esistono comode tabelle numeriche. (Non così 
però per l'integrale di terza specie II). 


$ 6. - Nuovo metodo d'inversione degli integrali ellittici. 


Considerato il fatto che l'integrazione di funzioni irrazionali così 
semplici come quella che figura nell’integrale (1) ha richiesto l’in- 
troduzione di nuovi tipi di trascendenti: funzioni ellittiche e con- 
nesse, potrebbe prevedersi che il problema, a prima vista assai più 
difficile, dell’integrazione delle funzioni ellittiche, richieda mezzi 
di gran lunga più elevati. Invece ciò non è. Propriamente, come 
poteva intravedersi da qualche caso già presentatosi, si ha che qua- 
lunque funzione ellittica f(u) di un certo corpo K (cioè do- 
tata di certi periodi 2» e 20') può integrarsi con l’ ausilio 
delle sole funzioni su, tu e cu dello stesso corpo, nonchè 
delle successive derivate di you. 

Infatti, basta all'uopo servirsi della formula (67) del Capitolo 
precedente ($ 8) che mostra come ogni funzione ellittica f(v) possa 
rappresentarsi come una combinazione lineare di funzioni È e loro 
successive derivate. Precisamente basta integrare ambo i membri 
dell'ora ricordata formula per dedurne che 


ILCLPTTO [An ti Hu—an)du—Ayt(u- an) +. 


Gib) 


+(-1)" ni cu cn)] + cost. 
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cioè, tenuto conto che la Zu è la derivata logaritmica della ov, 
(55) J Au)du=A4+S, [Aa log o(u—an) — 4x{(u— n) + 
OA) 
dpi nr 4 SE 
+0 (ua). +(-1)" ‘a don Nu-ar)| + cost. 


Dal risultato ottenuto può dedursi un nuovo metodo, concet- 
tualmente semplicissimo, pel calcolo o, come suole anche dirsi, per 
l inversione dell’integrale ellittico generale (1). 

Invero, supposto preventivamente eseguita la trasformazione 
indicata nel $ 2, sì da ottenere che l’ equazione fondamentale si 
riduca alla forma di WEIERSTRASS (7), poniamo 


(56) r=f(; 92,93) 


donde segue 
y=P'(U; 92, I3)- 


La funzione integranda R(z,y) diverrà allora una funzione razio- 
nale di {2 e 2°, cioè una funzione ellittica generale f(v) che, decom- 
posta che sia in elementi semplici col metodo indicato nel 88 
del Capitolo precedente, potrà venir subito integrata con l'ausilio 
della (55). Finalmente sostituiamo {07 al posto di z, ed avremo 
il valore, in forma del tutto esplicita, dell’integrale proposto. 

Si avrà così, fra l’altro, il grandissimo vantaggio che, se non 
oecorre di avere in forma esplicita il legame fra la primitiva 7 e 
quella che figura nella (7), non è necessaria l'effettiva risolu- 
zione dell'equazione biquadratica (10), perchè, come si è già avuto 
occasione di osservare, gs € 93 possono calcolarsi razionalmente, 
per mezzo delle (16), in funzione dei coefficienti della biquadra- 
tica primitiva. Si può anzi mostrare che, in questo modo, si ottiene 
un metodo assai semplice per la risoluzione, per via trascendente, 
di una generica equazione di quarto grado. 

Il nuovo metodo d’inversione è, come si vede, dal punto di vista 
concettuale quanto mai semplice ed elegante. Occorre però osser- 
vare che, dal punto di vista pratico, cioè dell’ effettiva esecuzione 
dei calcoli, i vantaggi da esso offerti sono più apparenti che reali, 
perchè i calcoli algebrici cacciati dalla porta rientrano dalla finestra 
quando si deve decomporre la f(u) in elementi semplici, il che neces- 
sita la determinazione dei suoi poli cioè, in ultima analisi, la riso- 
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luzione di un’equazione algebrica. Inoltre, pur senza disconoscere 
i pregi della forma di WEIERSTRASS, non bisogna dimenticare che, 
se la questione considerata può ridursi a soli integrali di prima 
e seconda specie, ricorrendo alla forma di LEGENDRE invece che a 
quella di WEIERSTRASS si ha il grandissimo vantaggio di poter uti- 
lizzare le esistenti comode tabelle delle funzioni F(9, 4) ed E(9, 4). 

Osserviamo finalmente che la suaccennata difficoltà relativa alla 
necessità di risolvere la (10), nonostante che gs e g3 siano funzioni 
razionali dei suoi coefficienti, per eseguire effettivamente la riduzione 
dell’integrale dato alla forma di WEIERSTRASS, può talvolta essere 
eliminata con una opportuna modificazione del metodo di riduzione 
indicato nel $ 2. Per esempio, se è da caleolare l'integrale di prima 
specie 


de 
57 
di È fem 
può utilizzarsi la formula ('): 
(58) 2=- 4 1 @'u—'v 


%  2Va, Suv 


dove le funzioni ellittiche si riferiscono agli invarianti gs e g3 dati 
dalle (16), e l'argomento costante v è stato calcolato mediante le 
due formule concordanti: 


(59) 
) | 2205 2a) — Fara, ao + a$0g. 

azar 
Inoltre si ha che 


(60) pe Pu_9(+0)] 


ciò che, fra l’altro, mostra come la radice quadrata di @, vada 
presa con lo stesso segno del radicale che figura nella (57). 


(*) Cfr. BrancHI [2], pp. 371-374. 


dei LI LI imitano gp OI Nn am, 


CAPITOLO III 


Funzioni di Jacobi. 


$ 1. - Le tre funzioni sn, cn © dn. 
Loro rapporti con le funzioni di Weierstrass. 


Come si è già avuto occasione di accennare, le tre funzioni sn ®, 
env e dn? (*), poste da JACOBI a base della teoria delle funzioni 
ellittiche, nascono dall’inversione dell’integrale di LEGENDRE di 
prima specie: 


ft 
JVA=2DA= RA 


che, ponendo z=sin g e fissando i limiti d’integrazione, può scriversi: 


P 
Pi de 
1 v= : 
a) ilresrnr 
o 
Precisamente si pone: 
(2) snv=sin g, env=cos P, dn v=/1—#? sin? |, 


donde seguono immediatamente le due relazioni algebriche: 


sn°v+en? v=1 
dn? v+£4° sn v=1| 


Naturalmente queste tre funzioni devono potersi ricondurre 
alla f?u di WEIERSTRASS, La cosa può anzi vedersi assai facilmente 
servendosi delle considerazioni generali sugli integrali ellittici svolte 
nel Capitolo precedente. Propriamente converrà partire dalla defi- 
nizione integrale della funzione {2 e cioè dalla (31) del Cap. I che, 


(8) 


(') Si comprenderà presto il motivo per cui indichiamo qui 1’ argo- 
mento con v invece che con wu. 


F. TRICOMI: Funzioni ellittiche. 7 


LL LL _CC--—___=-l 
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con un irrilevante cambiamento di u in —, potremo scrivere 


{c e) 
u f OTO 
| Viene e)e— e) 


Ci 
e che trasformeremo ora col metodo indicato nel $ 3 del Cap. II, 
in modo da ridurre il radicale alla forma canonica di LEGENDRE. 
All’uopo, avvalendoci del quadro a pp. 76-77 (II, 3° sottocaso), 
dopo aver identificato a,, ar, 3 rispettivamente con ez, @2, €41; 
pratichiamo la sostituzione: 


(pu=z), 


e, €: 
z=@3+ «o ; 
avremo così, posto 
e, — 03 
(O) | di ene | 


l'equazione: 


® 
Sa 1 f dg 
a za] i=#sne' 
0 


che, servendosi del simbolo sn può scriversi : 
sin g=sn (e, — eu); 


ma, d’altra parte, è 


_% 
gpu=ezet io) 


dunque sussiste l'identità 


(5) 


Se ne conclude, tenuto conto delle (3), che le tre funzioni di JACOBI 
relative al modulo (4) sono suscettibili delle espressioni seguenti 
per mezzo della fu: 


O) cn der nem=| i 


dn (Ve, — e3U) - Ve 
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Le formule trovate consentono di dedurre agevolmente buona 
parte delle proprietà delle funzioni jacobiane da quelle della Pu. 
Per esempio esse mostrano a colpo d'occhio che le sn, en, dn sono 
funzioni omogenee di grado zero dei due semiperiodi @ e 0, 
ossia che dipendono soltanto dal rapporto w'/w=t fra questi. Pre- 
sentano però l'inconveniente di contenere dei radicali che, con le 
loro indeterminazioni, non consentono di scorgere senz'altro, ispe- 
zionando le (6), una delle più basilari proprietà di sn, cn e dn, e 
cioè il loro carattere di funzioni uniformi. 

Quest’inconveniente potrebbe eliminarsi con una facile discus- 
sione imperniata sul fatto che la funzione f0(u) —ea (a=1, 2, 3) ha 
uno zero doppio per «u=€a; è però più utile servirsi di una delle 
formule stabilite nel Cap. I per la funzione o di WEIERSTRASS, e 
precisamente della (80) del $ 9, da cui, posto v=%g; si trae 


out oo —- ©) 


suo? 
a 


PU PW 


ma, in virtù della « relazione di periodicità » (77) della funzione o 
e della sua disparità, abbiamo d’altra parte che 


o(u+wa) = 0-0 + 20) = — (Uwe (0 Ue, 


quindi sussiste la formula 


(7) PU — SP Wa | (a=1, 2,3), 


0, — u)eTa ai 
’ 


suo, 


o anche, sotto forma più semplice, 
(UA LI 
(8) Pu—es= (1) | 


avendo introdotto, accanto a ov, le tre altre funzioni intere 0%, 
o3u e d3u definite dalle formule: 


(0, — u)eNa 
agg 


O, 


(O) Dai 


Riservandoci di tornare da qui ad un momento su queste nuove 
funzioni, osserviamo senz'altro come le (8), mostrando che le tre 
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differenze f2U—€a (a=1,2,8) sono quadrati perfetti di funzioni 
uniformi, eliminino ogni indeterminazione dalle formule (6). 
Invero, se si conviene una volta per sempre che sia : 


(10) Vou_es=+ 771 


ciò che, in particolare, implica una determinata scelta delle possi- 
bili determinazioni di tutti i radicali del tipo Veg — ea, chè, coeren- 
temente con la (10), dovrà assumersi: 


(11) RI ZII (a, 8=1,2,3) (1); 


la prima delle (6) potrà seriversi sotto la forma 
aaa cu 
sn (fer —esu)=+Ve. e ron 


dove, avendosi a che fare con un'uguaglianza fra tunzioni uni- 
formi, nel secondo membro sarà da prendere (e) sempre il segno + 
o sempre il segno —. Anzi, con una semplice discussione che per 
brevità omettiamo, è facile vedere che se si conviene che, nel caso 
reale, l'integrale (1) sia da calcolare com'è stato precisato nel va 
del Capitolo precedente (cammino d'integrazione rettilineo e radi- 
cale positivo) il segno del secondo membro dovrà essere necessa- 


riamente il +, pervenendo così alla formula 


(12) sn (Je, — esu)=Ves— es ai A 


(4) Questa convenzione, com'è facile controllare, implica in particolare 


che: . 
Vaza=-ilata,  Vaca=ilae 
119 Va —e,=— ite e 


Vale inoltre la pena di osservare esplicitamente che, nel seguito, per 
esser coerenti con la convenzione ora adottata, dovremo considerare gra 
radicali Ve, —e,, come qualcosa tutto d’un pezzo, cioè on n 
blocco, servendoci delle (11), e non operare separatamente su e, 6g 
che potrebbe dar luogo ad errori di segno. 
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cui si associano analogamente le altre: 


(12) | en (Ve— eu) = ai 


(12”) dn Ve —esu) = 
3: 


Queste formule mostrano, fra l’altro, come sn, cn e dn siano fun- 
zioni uniformi, non solo se pensate dipendenti da «, ma anche se 
si pensano dipendenti da x. 

Ciò posto indichiamo qualche proprietà delle nuove trascen- 
denti intere 0,, 0» e 03 di cui si è rivelata opportuna l'introduzione, 

Anzitutto si ha che le tre funzioni in esame sono legate fra loro 
e con la cu da due relazioni algebriche indipendenti, che si otten- 
gono immediatamente eliminando 0% fra le tre (8), con che viene: 


(13) oîu+eo'u=0ìu + es0°v= 0 + e30%v 


In secondo luogo osserviamo che dalla (77) del Cap. I e dalla 


disparità della funzione o segue subito che 
o(wa—u)e""=o(wy+u)e 7"; 


pertanto le formule di definizione (9) possono anche seriversi sotto 
la forma: 


(9) 


o(w, + u)e Ya" 


(OA 


(a=1,2,3) 


oUu= 


e se ne deduce in particolare che le cs, al contrario della 0, sono 
funzioni pari di w, cioè non si alterano cambiando w in — w. Inoltre 
‘ sì ha manifestamente che 0,(0)=1. 

Quanto alla « relazione di periodicità » delle ca, cioè della rela- 
zione fra 024 e 02(0+), dove w è, al solito, un periodo qualsiasi: 


w=2mo+2nw', 


essa si deduce facilmente da quella della ou ossia dalla già più 
volte citata formula (77) del Cap. I; propriamente si ha che 


SOTTO Pratutr) 
O, ci 


fi (47 N 


Ca(U+w) = 80,0 € 
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Ma si ha manifestamente 


fa — Maw = (21m: + 20M) 0 — Na(2M0, + 203) = 
= 2 (102 — Nald4) — 2MN03 — NW 


quindi, tenuto conto che alla relazione di LEGENDRE (Cap. I, for- 
mula (65)) può anche darsi la forma: 


1. 
(14) MaWa — N30 MO — YO N09 — MW = 5 TI, 
avremo che 
| — nni (se a=1), 
va Maw=} (m-n)ni (se a=2), 
mai (se a=8), 


epperò, tenuto anche conto del valore di e dato dalla (77) del 
Cap. I, avremo in definitiva le formule: 


os(u+tw)=(— 1) mint? tai 5 oyu 
(15) ostutu)=  (— mne? i ag 


os(u+w)=(—1)(Mte! ef 297 


Finalmente osserviamo che moltiplicando le tre (10) fra loro, in 
virtù dell'equazione differenziale della f9u, si ha la formula inte- 
ressante du 

Ou og 
(16) e'u=—-2 reni i 


dove il segno è stato determinato tenendo conto del noto compor- 
tamento di f0'u per u—-0. Questa formula mostra fra l’altro che, 
stante la convenzione adottata circa la determinazione dei radi- 
cali Vou—ea volendo estrarre la radice quadrata dalla (29) del 
Cap. I, se ne deve dedurre che 


(16°) p@'u=-—2Vgu—e, Vpu-eNpu—e. 
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$ 2. - Periodicità ed altre proprietà 
delle funzioni di Jacobi. 


La proprietà capitale delle tre funzioni sn, cn e dn di JACOBI 
è che esse sono funzioni ellittiche in senso stretto cioè funzioni 
doppiamente periodiche del loro argomento. Propriamente, posto 


(17) v=le=— Gu l 


ciò che consente di scrivere le (12) sotto la forma più concisa: 


ou ou 
snv=le,-e, —, ecnv="@" — 
ou o3u' dnv o3u 


(18) 


’ 


si vede subito che esse hanno rispettivamente i periodi: 


4ler-eso, 2Vermew; Aler—e0, 2Ve=6:(0+0); 


2le.— 630, A4le— 630, 


od anche, posto con JACOBI 


(19) [leao=k, law], 
si ha che: 
snv ha i periodi 4K e 2iK' 
env >» » 4K e 2(K+:K") 
dnv » » 2K e 4iK'. 


Infatti, in virtù delle (15) e della (77) del Cap. I, si ha 


r— cut w) _ 


I 
! sn (v+2mK+2niK')=Le, — e, 0 
( +2nik')=/e, — es Tela 
PC du (— apt 
Ver —es ou (— 1)mFÙ 
cn (v+2mK+2nikK')— +99) _ 
TO i 
ou (— 1) 


= Gg (ipa = (1) on v 


(-1)"snv 


dn (v+2mK+2niK)= ana) 


aslu tw) — 


ou (-1) o 
= ops =(-1)" dn o, 
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epperò le tre funzioni restano invariate allora (e solo allora) che n 
o rispettivamente 72+» o n sono pari. Inoltre si hanno le formule: 


sn (v+2K)=-—sn%, 
(21) en (v+2K)=cn (v+2iK')= —cn o, 
dn (v+2iK')=—dn. 


D'altra parte, ricordando che la funzione cu ha come zeri (sem- 
plici) tutti (e soli) i punti u=w, e che di conseguenza : 
la funzione oju ha come zeri (semplici) i punti 


u=(2m+1)0+2n0', 
la funzione ou ha come zeri (semplici) è punti 
u=(2m+1)0+(2x+1)0', 
la funzione cu ha come zeri (semplici) i punti 
u=2ma+(2n+1)@', 
dalle (18) segue senz'altro che tutt'e tre le funzioni sn, en e dn 
hanno come poli semplici i punti 
v=2mK+(2n+1)îK', 
e come zeri, pure semplici, 


la snv i punti v=2mK+2niK' 
la env i punti v=(2m+1)K+2riK' 
la dnv i punti v=(2m+1)K+(2n+1)iK". 


I risultati ottenuti possono condensarsi nel seguente schema : 


2ik' 
o __X © | 
. + ci * 
.w# poli 

si BE 1 4 si x zeri di snv 
-2K) = 0 2K © - - env 
i ha wi | * + - »- dw 

x 0) peZiK D) x 
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Ne segue in particolare che futt’e tre le funzioni in esame 
sono funzioni ellittiche di secondo ordine, ciò che, fra l’altro, 
implica (Cap. I, $ 3) che i periodi indicati nella tabellina di cui 
più sopra (p. 108), sono certo primitivi. 

Quanto all'effettivo calcolo dei periodi in discorso, e cioè delle 
due quantità K e K', possiamo all'uopo servirci delle considerazioni 
generali svolte nel $ 4 del Capitolo precedente, osservato che i pe- 
riodi 4K e 2iK' della funzione z=Snv coincidono manifestamente 
con quelli dell’integrale ellittico di prima specie 


Pe f di 
IVa=DA = RS 
per cui può assumersi: 


1 
Fai ar=1, ag 1, du 


Q= , 


bile 


il che implica che potranno considerarsi quali cicli y, e y3 (vedi para- 
grafo citato) rispettivamente i segmenti doppiì (—1,1) e (1,1/%) 
dell'asse reale del piano z. Avremo così, con ovvie semplificazioni, 


le formule 
1 1 
; da È 
K=| - ik'=| 
Ù VI 291 —R2) K 1) VI 1 = RP) 
0 1/k 


che, ponendo rispettivamente 


casi Lv 
r=siîn g, t=; VI-£" sin? gp’ 


con 


(22) 


diventano, com'è facile verificare, 


E fel 22 

23 nl e 
19) K (recco È i 
0 


Vik? sin g'” 


Se ne conclude, servendosi della notazione K(X) già introdotta nel 
succitato paragrafo per l'integrale completo’ di Legendre corri- 
spondente al modulo %, che sussistono le formule 


(24) | K=K@, _K'-K@#)=Kdî=#) 
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Le formule trovate che, fra l'altro, giustificano l’impiego della 
lettera K nella denotazione dei periodi delle funzioni di JACOBI, mo- 
strano come, quando % è reale e compreso fra 0 ed 1 (ch'è il 
solo caso importante dal punto di vista applicativo (*)), K e K' sono 
entrambi reali epperò le reti dei periodi di snv e dnv sono 
tutt'e due rettangolari. Non così invece quella di en v (essendo 4K 
e 2(K+::K/) i periodi di questa funzione), almeno finchè si vuol 
considerare una coppia di periodi primitivi. Nella pratica però, nel 
caso in esame, si suole associare anche a cn v una rete di rettan- 
goli, sostituendo tacitamente ai due periodi suindicati i due, non 
primitivi, 4K e 4iK. 

Osserviamo inoltre che le formule (24), unitamente alla (4) e 
alle (19), sono quelle che vengono ordinariamente usate (in luogo 
delle (36’) del Capitolo precedente) per l'effettivo calcolo dei pe- 
riodi 21 e 2w' delle funzioni di WEIERSTRASS corrispondenti a dati 
valori di gs e 93 e quindi di e, €2, €3. Tanto più che, con accor- 
gimenti del genere di quelli già indicati nel $ 3 del Cap. II (su 
cui dovremo pure tornare più innanzi), nell'ipotesi che gs e 93 siano 
reali, può sempre ottenersi, indipendentemente dal segno del diseri- 
minante 4, che sia soddisfatta la suaccennata condizione di 4 reale 
e compreso fra 0 ed 1, sì da poter servirsi pel calcolo di K e K' 
delle comuni tabelle della funzione K(£). 

Continuando nello studio delle funzioni di JACOBI notiamo ora 
che, come immediatamente risulta dalle (18), /a funzione snv è 
una funzione dispari del suo argomento, mentre invece cn v 
e dn v sono funzioni pari. Si ha cioè 


(25) sn(—v=—snv, en(-v)=en?, dn (-v)=dn 7, 
epperò, tenendo conto delle (21), si avrà pure che 


( sn(2K—v)=sno, 
(25’) en (2K—v)=en(2iK'—v)=—-en?, 
( dn (2ÎK'—v)=—dn ». 


Inoltre, tenuto conto che se in un punto si conosce il valore 
di una delle tre funzioni sn, cn e dn, le (8) consentono di calco- 


(') Si ricordi all'uopo quanto è stato detto nella seconda parte del $ 3 
del Capitolo precedente. 
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lare facilmente il valore delle altre due (a meno del segno, che potrà 
essere determinato a mezzo delle (18) o con altri ripieghi), potremo 
subito calcolare i valori delle funzioni in esame nei nodi del reti- 
colato di p. 104, e cioè per tutti i mezzi periodi ed alcuni quarti 
di periodi. Si giunge così ai risultati condensati nella seguente ta- 
bella, pel cui uso basta tener presente che essa è da considerare 
come una schematizzazione del piano complesso v: 


e e 
sn o 1 | 0 1 o | 
2iE' | en 1 0 I 1 | 0 1! 
di | le | a —W =. 
| | | 
sn do —1/k | 0 | i/k_ | soi 
ille ce | dele | ik 0 | 
dn x Dl) Ì e 0 i {e.e) 
I I 
I I i 
sn 0 1. 0 0 | 
0 ini i 0 I 1 oi 1) 
i an 10 | 1 # | 100 
| I | i 
| | —2E | —K lo; x | ek 
L L E A Ì lie 


I valori di % e %' che figurano in questa tabella sono da inten- 
dersi definiti (in valore e « segno ») dalle formule (confrontare con 
la (4) e la (22)): 


(26) ila, ‘pole e 


7 ’ 7 a 
Ve, — ez le, — ez 


dove pei radicali sono da assumersi le determinazioni definite senza 
ambiguità dalle (11). 

La fig. 22, che si riferisce alla funzione sn v nel caso di X=}0,2, 
dà un’idea dell'andamento generale di questa funzione sul piano 
complesso per mezzo delle linee R(sn v)=cost. (tratteggiate; quote 
ai margini della figura) e delle linee f (sn v)=cost. (a tratto pieno; 
quote nell'interno), cioè avvalendosi dello stesso metodo di rappre- 
sentazione adoperato nel Cap. I (fig. 8) per la funzione {0u. 

Le fig. 23 e 24 invece, tratte dalle più volte citate Funktio- 
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nentafeln di JAHNKE-EMDE, si riferiscono rispettivamente alle fun- 
zioni cn u e dn w nel caso di X=0,8, di cui vengono rappresentate 
assonometricamente le superficie « E» (F.A., Cap. I, $ 6), cioè le 


a) 


Fig. 22. 


superficie aventi per terze coordinate |enw| e |dn u| rispettiva- 
mente. 

Esaminando queste figure un po’ superficialmente parrebbe che 
i periodi delle tre funzioni non eoincidessero con quelli della tabel- 
lina a p. 103, per esempio parrebbe che il periodo reale di snv 
fosse 2K invece che 4K. Guardando però le cose più da vicino, e 
propriamente badando ai segni delle quote (fig. 22) o, rispettiva- 
mente, ai segnati valori delle anomalie di enu 0 dn wu (fig. 28 
e 24), si riconosce subito che i periodi sono proprio quelli indicati 
nella nostra tabella. 


miri eco I 
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Quanto ai valori delle funzioni di JACOBI per argomenti reali, 
si vede anzitutto immediatamente che, supposto % reale e compreso 


Fig. 24. 


fra 0 ed 1, sn v, cnvednv sono tutt'e tre sempre reali. Inoltre, 
tenendo conto delle (3) nonchè della tabella a p. 107, si riconosce 
ulteriormente che sn v e env oscillano fra —1 ed 1, mentre dn v, 
sempre positiva, oscilla fra k' e 1. Si ha cioè l'andamento illu- 
strato nella fig. 25, che si riferisce al caso di X=)0,9. 

Notiamo infine che pel calcolo numerico di snv, cnv e dnv 
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per v reale, se non si hanno a disposizione le comode tabelle spe- 
ciali di MiLnE-THOMSON [24], può ricorrersi ad una delle assai 
diffuse tabelle della funzione F(p,%) di LEGENDRE (Cap. II, $ 3). 


Invero se 9, è il valore di g in corrispondenza al quale e al va- 
lore di % che entra in considerazione la tabella fornisce F=% 
(0<v,<K), si ha manifestamente 


sn v=SÎn Po, cn Vo=C05 Poy dn vw=+|1—° sin? gn. 


Altri metodi di calcolo si vedranno più avanti. 


$ 3. - Equazioni differenziali, teoremi d’addizione ecc., 
delle funzioni di Jacobi. 


I teoremi generali stabiliti nel Cap. I ci assicurano che sn v, 
env e dn?, essendo funzioni ellittiche, dovranno soddisfare ad 
equazioni differenziali algebriche del 1° ordine e possedere teoremi 
d’addizione algebrici; vediamo dunque di ricavare esplicitamente 
queste equazioni e questi teoremi. 

Le equazioni differenziali si ricavano immediatamente osser- 
vando che dalla (1) segue 


dg 1 nn 
(27) dv — dv;dp 


avremo dunque: 


dsnv _dsing 
dv dv 


d 
=C08 p A cenvdnv 


e similmente: 
= —.—.=—snvdno, 


danv dli-ksinig _ Esinpeos® gn y kW snvenv 
de dv Vi sin'g 
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Si hanno dunque le formule 


i, — dsnv 
sn'vu=—_ =envdnv 


dv 
den 
(28) en'v= Sl _snvdnv 
dd 
dn’ v= cen _4?snvenv 


cui, tenendo conto delle (3), sarebbe ben facile dar la forma di equa- 
zioni differenziali del 1° ordine e donde, con ulteriori derivazioni, 
segue 
| sn” v=-—(1+4°—2%° sn? v)snv, 
en"v=—(1—2%° sn* v) eno, 


(29) 
| dn”v=—£*(1-2sn°v)dnv, ece. 


Le formule trovate mostrano, fra l’altro, che le funzioni di 
JacOBI dipendono « razionalmente » dal quadrato #° del modulo, 
così come la {ju dipende razionalmente da gs e 93. Infatti, risul- 
tando le loro derivate prime, seconde ecc., tutte funzioni razionali 
di £°, anche i coefficienti dei loro sviluppi in serie di TAYLOR risul- 
teranno funzioni razionali di X*°. Propriamente, con un facile cal- 
colo dei primi coefficienti, si hanno le formule (1): 


| sn (9,4) =v—(1+49) D4(1+14%°+%9) low 


(30) / enlo, k=1-2+(1 +40) È (1 +4? 416/69) P 4 


valide entro il cerchio avente per centro l'origine e per raggio la 
minima distanza dei poli da questa, cioè K'se K e K' sono reali. 
Un'altra semplice applicazione delle (28), o più propriamente 
della (27), consiste nel ricavare delle nuove formule del genere 
delle (19) del paragrafo precedente, con l'ausilio delle quali potranno 
venire facilmente calcolate, nei casi che effettivamente si presentano 
nelle applicazioni, le quantità 7 ed »' incontrate nel Cap. I 
All’uopo partiamo dall’integrale di 2* specie di LEGENDRE, 0, 


(!) Quando è opportuno porre in rilievo la dipendenza dal modulo, si 
scrive sn (v, &) invece di snv ecc. 


| di (0, #)= 1-48 3 + 49(4+18) i — Le(16+44824 10) a 
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meglio, dalla definizione della funzione E(g, #) di LEGENDRE (Cap. II, 
form. (82)): 5 
E(g,k)=|\T=7 sinî 9 dg, 
Di) 


operando la trasformazione 


sin p=8N %, 


avremo così, avuto riguardo alla (27), 
v 
E(9, k)=[Vî= sn* van v dv 
D) 


cioè 


(81) E(g, k)}=[an* v dv 
o 


i RECON 
formula già in se stessa interessante, che, servendosi dell'ultima 


delle (6), diviene 


sion-/fpzian cazzo 
o 


ossia: 


uv 
FOTI Clank) 
Elo, k)=Ve, — €3 fi (1 + PE) du. 
Ul 
Ciò posto, per facilitare l'integrazione, serviamoci della formula 
relativa all'aumento di è nell’argomento di Pu, cioè dela; terza 
delle (56) del Cap. I, avremo così, con facili trasformazioni, 


u 


Elp,ky=3= flotta) 
0) 


Ve, er 


e se ne conclude che 


E(9,h)= = [a - u+t(u+0)-t@1)] 


Ve, e 
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cioè che: 


1 


E(g, k)= 
(82) (9, %) la=a 


(sing=sn (Ve —€3.U)) 


[es - u++0)-#] 


formula da porsi accanto all’altra, quasi di per sè evidente: 
(32°) F(p,k)=v=Ve,—eu, sin g=sn v=sn (fe. —ezu), 


che qui scriviamo per consentire un confronto. 

In particolare, supponendo v=}e, — e3u=K, il che implica =, 
g=n/2, si ha ” 
1 
Ve, _ e 


E(5, k)=EM- [e.0+%0x)-7] 


donde, ricordando la (62’) del Cap. I, segue la formula 


(33) E=— (€.0+”) 


Ve, — eg 
In modo perfettamente analogo, ma sostituendo a 


pe= 78 
a_ 0 


il quadrato del modulo complementare: 


kE3°=1-k3=9%T7® 
ei— 03° 


il che si può interpetrare come effetto di uno scambio di e, con e, 
(e conseguentemente di ®© con w', di 7 con g' e di v con —t2) 
si trova la formula analoga: 


/ Ù i Ù 
(83') E'-E(#)= asa (e30' +"). 
Le (38)-(83’) risolute rispetto ad 7 ed y' forniscono le formule 
importanti: 
n=Ve=e: ( dl ) 


a_8 


=—ile=es(E'+ 2) 


a 


(34) 


Notiamo infine che, in virtù delle (19) e delle (33)-(33’), la (65) 
F. TRICOMI: Zrnzioni ellittiche. 8 
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del Cap. I si muta nella relazione analoga : 


EK'+EK-KK'=5 


ch'è la vera (storicamente) relazione di Legendre. 

Passiamo ora ai teoremi d’addizione delle funzioni di JACOBI 
che, servendoci delle (6), potremmo ricavare da quello della {Qu. 
I calcoli cui si andrebbe così incontro sono però alquanto compli- 
cati; preferiamo perciò battere altra via, e propriamente partire dal- 
l'osservazione che, in virtù delle (20), le tre funzioni 


(85) 


f(v.)==snv; «sn (01 +v), = 9(v) ene,» en (01 +02), 
h(v.)=dn », - dn (01 +%2), 


(dove vs denota una quantità fissa e, pel momento, distinta dai 
punti mK+niK') ammettono tutte gli stessi periodi 2K, 24K' e 
gli stessi poli v,=iK', v\=iK'—vs ed equivalenti, e precisamente 
due poli semplici (i cui residui saranno ovviamente uguali e con- 
trari) in ciascun parallelogrammo dei periodi. Per un teorema gene- 
rale sulle funzioni ellittiche (Cap. I, $ 3) ne segue che convenienti 
combinazioni lineari di due qualunque delle tre funzioni in discorso, 
i cui coefficienti dipenderanno dai residui dei poli, dovranno ridursi 
a delle costanti. Esisteranno dunque, in particolare, due costanti a, f, 
tali da aversi g+af=cost. e h-+ff=cost., cioè 


eno, < cn (0: +v2)+a sn ®, - sn (0% +v2)=A4, 
dn v, - dn (v:+v2) +f sn v.- sn (v\+v2)=B, 


dove A e B denotano due altre opportune costanti. 
Per determinare le costanti in discorso poniamo anzitutto v=0, 
avremo così senz'altro: 
A=cn vs, B=-dn vs; 
se invece deriviamo prima rispetto a v,, con che viene 


—sn, dn o, en (0; +0) —cn v, sn (01. +v») dn (vi +00) + 
+acnv, dn 2, sn (7 +02) + 
+a sn, cn (0:+v2) dn (v1+v2)=0 
—k® sn v, eno, dn (0, +02) —£° dn è, sn (v1+v2) cn (v1+02) + 
| +feno, do v, sn (01 +02) + 
i +fsnv, cn (7 +vs) dn (v:+v:)=0 


< 
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e poi poniamo v,=0, avremo similmente : 
a=dn vs, B=k? en vs; 
avremo dunque, in definitiva, le due equazioni: 


en v; en (Vv: +v:)+sn v, dn v, sn (01+v3)=cn v» 
dn v, dn (v1+v5) +%° sn vw, en v2 sn (0. +0) =dn v, 


(36) 


che, per ragioni di continuità, non cesseranno di esser valide an- 
corchè v», contrariamente all'ipotesi più sopra fatta, coincidesse con 
uno dei punti mK+xiK'. 

Ciò posto cambiamo v, e v, rispettivamente in 0, € V+%, 
avremo così le due equazioni lineari in cn(v1+v3) e dn (01+v2): 


| env envs—sn v, sn vs dn (0, +) —en (01 +v2)=0 


6 
(867) dov dnv—%°snv, snv, cn (0:+v:)—dn (», +v2)=0 


donde si traggono ben facilmente i valori delle dette quantità razio- 
nalmente espressi mediante sn v,, sn vs, en, ecc. cioè i feoremi 
d’addizione delle funzioni cn e dn; finalmente sostituiamo i va- 
lori così trovati nella prima delle (86) onde avere anche sn (01+-v2); 
giungeremo così, con brevi calcoli, alle fondamentali formule: 


sn; cn v» dn v, + sn v, cn è, dn è; 


Vv 
sn (01 +02) 1-4 snè v sn? vg 
en v, en v — sn 9, dn v, sn v, dn vy 
(37) en (v;+v)= 1—-&%°sn°?, sn° 
dn v, dn vs — 4° snv, cnv, snv, cn, 
dn (v.+0)= a a ’ Cn ®, SN V, CN Vg 


1-R#sn?v, sn? v, 


Le conseguenze che possono trarsi dalle (87), di cui alcune altre 
forme equivalenti si trovano nell’ appendice di formule alla fine del 
volume, sono svariatissime: 

Anzitutto il fatto che, se si hanno a disposizione delle tavole 
numeriche che forniscono i valori di sn, cn e dn per argomento 
reale (o si calcolino comunque questi valori), si può subito, con 
calcoli del tutto elementari, determinare il valore di sn, cn o dn 
in un qualsiasi punto v+îvs del piano complesso. 

Infatti le (87) riducono il calcolo di sn (v,+iv3), cn (v:+ivs) 
o dn (v\+%v:) a quello delle funzioni: 


snv, cenv, dnv; sn iv, cnîv, dniv 
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di cui le ultime tre si riconducono a funzioni jacobiane reali me- 
diante le formule: 


; . an (0, k') 
sn (iv, k)=t 7 (,F) 


% 1 
(38) en (iv, k)= cn (v, k') 
i dn (v,k 
dn (iv, 4)= A a 7 


immediatamente deducibili dalle (6) immaginando scambiate fra loro, 
come si è già più sopra fatto, e, ed es. 

Si trova così, per esempio, la formula 
(39) sn (vi. +iv:, 4) = 


sm (01, 4) dn (v3,4°) + i 5n (0g, #') cn (vg, #) en (v,, #) dn (1,,4) 
Es en? (vs, #) +#% sn? (7, 4) sn? (0, k°) 


Ù 


e due formule analoghe per en e dn. 
Fra l’altro, la formula ora stabilita mostra come, per % reale 


e compreso fra 0 ed 1, la funzione snv sia reale sulle rette se- 


Ue) 


41] 
ik 


Fig. 26 (Funzione sn 7). 


gnate a tratto continuo nella fig. 26 (e solo ivi) ed immaginaria 
pura sulle rette segnate a « punto e tratto ». Naturalmente i punti 
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in cui queste rette si tagliano mutualmente o sono podi della fun- 
zione (segnati in figura con crocette) o zeri (segnati con cerchietti) 
o punti in cui s'annulla la derivata. 

Nella figura sono inoltre indicati i segni della parte reale (primo 


- nl ra nie +) {le ik —) 


Ì 
io dillo die ele 
i RR | xo] RI 

-) 


ale ale ala nie lo 


alert + 


Fig. 27 (Funzione cn v). 


Fig. 28 (Funzione dn ). 
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segno) e della parte immaginaria della funzione (secondo segno) 
entro ciascuna casella. 

Per le funzioni cnv e dnv si ottengono due schemi analoghi 
illustrati nelle fig. 27 e 28. 

Notiamo ancora che, con ragionamenti perfettamente analoghi 
a quelli svolti nel $ 10 del Cap. I, si riconosce subito che sul peri- 


metro del rettangolo di vertici (-K—:iK', —K, K, K+:iK") (se- 
gnato nella fig. 26 con tratti raddoppiati) la funzione snv assume 
tutti i valori reali fra — co e +00 una ed una sola volta; anzi si 
ha che, come mostra la fig. 29 (analoga alla fig. 11 relativa alla 
funzione 2), sn v cresce continuamente, da — co a +00, quando 
il perimetro di detto rettangolo viene percorso in verso positivo a 
partire dal punto îK'. 

Considerazioni analoghe per le funzioni env e dn v. 

Un'altra importante conseguenza delle formule d’addizione è 
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Fra l’altro, dalle tabelle precedenti possono agevolmente rica- 


che da esse e dallo specchietto a p. 107 possono subito trarsi le 
varsi i residui dei poli delle tre funzioni di JACOBI e si trova 


seguenti formule relative all'aggiunta di « semiperiodi » (!) all’ar- 


gomento cui, per economia di spazio, diamo forma tabellare: così che: 
sn v ha il residuo CL" 


sn (+ mK + riK') k 
== nel polo v=2mK + (22+1)iK" preti. 
o 1 2 env » =" ‘ 
nz dnv » » (-1)°Hi. 
snv li —snv Ponendo nelle (37) v,=v,=-v si ottengono le seguenti formule 
dnv gu 
DA di duplicazione dell'argomento : 
1 dnv cat 9 __2snvenvdnv 
kanv kenv ksnv sn ( O) = too 
en? v— sn? v dn?v 
, (40) en (20)= awano 
cn (v+mK + niK') Di pia A 
dn 20) = Pi sn sii v 
0 1 2 1-Rsn'v 
rr la cui particolarità più interessante è che il sistema da loro for- 
env Me, Te sa mato è razionalmente risolubile rispetto a sn? v, cn? v e dn? v; si 
5a ottengono così, cambiando v in v/2, assai facilmente le seguenti, 
i i semplici formule di bisezione dell'argomento : 
Ti in w Fi k +i dnv 
ksnv ksnv | — &ksnv f v fieno 
sn3= | iFdiv 
(407) v_ Janv+env 
2 Y 1+anv 
ni fanv+Renv+4”® 
2 =| 1+dnv % 
le cui indeterminazioni di segno possono derimersi per mezzo dei 
dati contenuti nelle fig. 26, 27 e 28. 

Queste formule permettono fra l’altro di calcolare facilmente i 
valori delle tre funzioni di JACOBI nei quarti (od ottavi) di pe- 
riodo: 3K, Li, 3 K,... Si ottengono così i risultati condensati 
nella seguente tabella (analoga a quella di p. 107) in cui figurano 
i sei radicali 

N. B. - Nelle orizzontali ove sono doppi segni son da considerare o sempre 2 Tn dee: y x. mi y se 
i segni superiori o sempre gl’inferiori. = Ve, mn 14%, n 1%, 
i "le, m>Xi+7, n>/1-W 


(*) Più propriamente: semiperiodi o quarti di periodo. di cui si dovranno assumere le determinazioni che si riducono a 
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numeri positivi quando 4 e %' sono numeri reali compresi fra 0 
ed 1 (!): 


1 3 
(1) Dis K is 
Ss : 1 1 
si v=w k vw 
iK'|en 00 SPACE È i Ve 
Vie k Vi=x 
dn! 00 iv O) iVe 
n ml I NIFEHVITA + 1 TEEN 
Ve | Va Ve V2K 
1 Vi+k Ve. 1% Ve 
1g: LOI IRE IE si 
sk] At) de TARA 
Ve Viti s Ve 8, : 
an (Vite rai 1+#T-iVi—#) | Vik pl +iVi#) 
| i 3 
sn| 0 un 1 Si 
Vita 14% 
0 fen 1 Ve li) _ ua 
Vi+e Vite 
dn | 1 VE 174 Vi 
1 3 
0 sE K 3E 


Dai teoremi d’addizione da noi stabiliti per le funzioni sn, cn 
e dn possono con tutta faciltà dedursi corrispondenti « teoremi 


(*) La possibilità di determinare, in tutti i casi, questi sei radicali senza 
ambiguità per mezzo della convenzione indicata, riposa su di una loro pro- 
prietà per nulla evidente, e cioè sul fatto che essi, pensati come funzioni 
del rapporto 7=w'/w dei periodi, costituiscono delle funzioni analitiche 
uniformi di t in tutto il semipiano f(r) >0. Tale proprietà risulterà, nel 
caso di 2 ed l', da due formule che stabiliremo fra breve (le (75) del $ 6). 

Notiamo inoltre che la convenzione adottata implica le seguenti rela- 
zioni, ben facili a verificarsi, fra i radicali in discorso: 


mn=k', m'n'=k, Vamm'=1+k+%. 
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d’addizione » per le funzioni F(g) ed E(g) di LEGENDRE, che, in 
realtà, hanno storicamente preceduti i primi. 
Propriamente, posto v.+v:= —% e 
v=F(91), v= F(ps), vs= F(ps). 


Dalla prima delle (36’) segue senz'altro che, se g,, 9» € gs sono 
opportuni angoli (') tali che sia 


(41) | cos gi; cos pe — Sin 9, sin ge Y1 —&° sin? p3=c08 ps | 
sarà di conseguenza: 
(42) | F@+F@+F9)=0 |; 


ciò che, sostanzialmente, costituisce il teorema d’addizione degli inte- 
grali ellittici trovato da EULER. 

Per stabilire il teorema analogo relativo alla funzione E(g), co- 
minciamo con l’osservare che, posto per abbreviare 


4(@)=}1-%? sin? 9, 
la seconda delle (36’) può scriversi 
A4(©.)4(9:) — A(p3) =4? sin 9, sin g, cos gi. 


Permutando circolarmente @:, 92, 93 SI ottengono le analoghe 
formule: 
4(9:) 4(93) — 4(9:)=£° sin 9, cos ®: sin g3 
Ap) A(9:) — 4A(9.) =" cos p. sin 9. sin 93 
donde, moltiplicando rispettivamente per dp., dp: e dp; e som- 
mando, segue subito che: 


d d d 
4A) 
— (491) dp: +4(2)dpr + Apa)dp:) = 
=lk®d(sin 9, - sin gs - sin ps). 


(1) « Opportuni » angoli nel senso che, fissati che siano per esempio 9, 
€ P3; 92 deve essere scelto in un quadrante opportuno, altrimenti nel se- 
condo membro della (42) andrebbe posto, invece di 0, un multiplo indeter- 
minato dei periodi 4K e 2iK' dell’integrale di 1° specie F. 
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Ma, in virtù della (42), si ha manifestamente 


dF(9)+dF(9o) + Fg) = ge + Te + fe -0, 


mentre d’altro lato è 
4(9.)dp. + A(pe)dp: + A(ps)dp:=—d[E(g.) +E(9:) +E(p2)}; 
dunque, quando sussiste la (41), sussiste anche l'equazione 
UE.) +E(9:)+E(9)]}=4"d(sin 9, - sin 9, + sin 93) 
donde, integrando ed osservando che per gi=2=0 (il che im- 
plica 93=0) si ha 


E(p.)=E(9:)=E(9:)=0, 
segue 


(42’) I E(g.)+E(©:)+E(9:)= —#? sin g, - sin » - sin gi | 


ch’è il cercato teorema d’addizione. 

Finalmente notiamo che in corrispondenza ai tre possibili casî 
di degenerazione delle funzioni di WEIERSTRASS distinti con le 
lettere (A), (B) e (C) nel $ 10 del Cap.I, le funzioni di JACORI 
degenerano nel modo seguente: 


Caso A) k=0, k'=1; K=î, K'=00; 


sn v=siîn 2, cn v=cos 7, dn v=1. 


Caso B) k=1, #=0; K=co, K'=5; 


1 
Cos ®° 


snv=Tg%, env=dn v= 
Caso C) K=K'=00; 
snv=0, env=dnv=1. 
$ 4. - Definizione e prime proprietà 
delle funzioni ? di Jacobi. 


Vogliamo ora occuparci di un ultimo gruppo di trascendenti: 
le cosiddette funzioni « theta » di JACOBI che, pur non essendo 
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funzioni ellittiche in senso stretto, hanno un'importanza di primo 
ordine nella teoria di cui ci occupiamo; e ciò tanto dal punto di 
vista teoretico, essendo esse il punto di partenza di importanti esten- 
sioni delle funzioni ellittiche, quanto dal punto di vista pratico, 
trattandosi di funzioni dotate di sviluppi in serie a convergenza 
straordinariamente rapida, col cui ausilio possono nel miglior modo 
calcolarsi i valori numerici di tutte le funzioni da noi precedente- 
mente considerate. 

Le funzioni in discorso sono quattro trascendenti intere 9,(v), 
d.(0), d:(v) e d,(v) intimamente collegate alle quattro funzioni cu, 
GU, 030 € 034 di WEIERSTRASS; propriamente noi, risalendo a ri- 
troso il corso della storia, possiamo pensarle ricavate dalle o cer- 
cando di ottenere, non che divengano doppiamente periodiche (il che 
sarebbe impossibile senza rinunciare al loro carattere di funzioni 
intere), ma che ammettano almeno un periodo, e precisamente che 
si riproducano èmmutate o cambiate di segno quando si accresce 
di 2, il che implica l’esistenza del periodo 2w 0 4. 

All’uopo, considerato che in virtù della (77) del Cap. I e delle (15) 
di questo Capitolo, si ha 


0(u+2w)= — ento) gy, 0:(u+20)= — e?nutalg,y, 
02(u+2w)= + e?rltolggu, o3(u+2w)= + e?1lv+0)g3, 
e considerato altresì che, in virtù delle (88’) del Cap. I, delle for- 


mule di definizione (9) delle oa, nonchè del fatto che le 7, sono 
valori di Z, le funzioni 


1 co, w) e 00,0) (a==1,2,3) 


sono funzioni omogenee di grado zero dei loro tre argomenti ep- 
però dipendono sostanzialmente solo dai rapporti di due di questi 
al terzo, per esempio dalle quantità : 


(43) vez, | 


(') L'argomento v qui introdotto è manifestamente diverso da quello 
denotato con questa stessa lettera nel $ 2; 7 invece è lo stesso di quello 
del Cap. I. 
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potremo conseguire il fine indicato ponendo: 


A, — doo 
44 d(0])= #0 ou, d.(v|1M)=Ase 01%, 


Ia Co 


9s(0|)= Are ® 034, Bol) = Ae 3° ou (1), 


dove Ai, Az, As e A, sono quattro costanti che determineremo 
più avanti. 

Infatti, per un accrescimento 2w di u, cui corrisponde un accre- 
scimento 1 di v, si ha 


LI 
3° (642042700) — Du 
Ba(V+1|M=t Ae Onsu=tAg0 © das 
se a=2, 8, 4, ed una formula perfettamente analoga se a=1. Per- 
tanto, in forza delle formule sulle funzioni o riportate nella pagina 
precedente, risulta che: i 


I.(+1)=-d.0), d(0+1)=—-d(0) 


45 
10) d:(0+1)=9,(0), 8(v+1)=9,(v) 


E se w si accresce invece di 2w', cioè v si accresce di 7? 
Un facile calcolo appoggiato sulle relazioni di periodicità delle o 
e la relazione di LEGENDRE mostra che si ha allora: 


Ai — 2 (ut20)? 
Le 30 o(u+2w)= 


Ai 227 (utotey to) — Du 
noe e to cu= 


toi i ii 
Ta Mono) = (n0'-n'@) 


=—e d.(0)= — e ii, (0) 
cioè 
1 
d.(v+7)=— è di() 
avendo posto: 


(46) g=eino, q=et | i 


(4) Quando non sarà necessario mettere in evidenza la dipendenza 
da * scriveremo #_(v) invece di #_(v|1). 
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Similmente si opera sulle altre tre funzioni, giungendo così alle 
formule: 


dle+to)=—-g29 (0), Islv+o)=+97 90) 


(47) Alotg=+gz9 0), dt 929,0) | 


Inoltre, ricordando che ou è una funzione dispari mentre 01, 
o, € 03 sono invece pari, risulta che 9, è una funzione dispari 
e 93, ds, 8, sono invece pari, cioè che si ha: 


8(-0)=9(0) 
dv) =d(1) 


d( —v) is -d(0), 
ds(-0)=d(0), 


(48) 


Quanto agli zeri delle funzioni 3, essi si desumono immediata- 
mente da quelli delle o ($ 2) giungendo così ai risultati conden- 
sati nella fig. 30, in cui i numeri dentro ai cerchietti sono gli indici 
delle # che si an- 
nullano nel punto. 
Si vede così a colpo 
d’occhio che, per 
esempio, la funzio- 
ne &,(v) si annulla 
in tutti e soli i punti 


vemtni, 


con m ed n nume- 
ri interi. 
La circostanza 
che le funzioni 4, a 
Fig. 30. differenza delle 0, 
ammettono un pe- 
riodo, è importante sovratutto dal punto di vista degli sviluppi in 
serie, sussistendo il seguente teorema generale: 
Se la funzione intera f(u) ammette il periodo p, essa 
può rappresentarsi con una serie procedente per le potenze 
positive e negative della quantità 


Late 


—_ i 
i=eP 
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assolutamente convergente in tutto il piano complesso È 
tranne, ovviamente, nell'origine. Si ha cioè, qualunque sia u, 


+0 
(49) fu) = ant” 
Ni —00 
od anche, con un opportuno raggruppamento di termini 
(°°) 
(49) Hu)=Y (an cos n 27% +, sin n SÒ, 
o Pp p 


dove An, Gn € f, sono opportune costanti. 

Questo teorema è una facile conseguenza della sviluppabilità 
in serie di LAURENT. Invero, se riguardiamo la f come funzione 
di 2, ossia se poniamo: 


90) =M=#(2: 108%), 


non vè dubbio che la funzione g(7) così ottenuta è anch'essa 
una funzione analitica uniforme, perchè l’indeterminazione del 
logaritmo (che, come si ricorderà, è determinato a meno di mul- 
tipli di 277) implica soltanto che l'argomento della f è determinato 
a meno di multipli di 7, ciò che non ha alcuna influenza sul valore 
di (2). Ma, d’altra parte, dato il carattere di funzione olomorfa 
di fu), la 9(%) non può avere, al finito, nessun altro punto singolare 
all’infuori dell’origine, che è singolare per il logaritmo; dunque, 
pel teorema di LAURENT, in qualunque corona circolare col centro 
nell’origine, la funzione data è rappresentabile mediante una serie 
assolutamente ed uniformemente convergente del tipo (49), 0, ciò 
che è poi lo stesso, mediante una « serie di Fourier » del tipo (49). 

Applichiamo questo teorema generale alle funzioni theta comin- 
ciando dal caso delle funzioni 3:(v) e 9,(v) che, giusto le (45), 
ammettono il periodo 1; avremo così, dette al (a=3, 4) delle 
opportune costanti, 

(cel 
(0) =D a etmia, 


n=—0 


cioè, servendosi della prima delle (46), 


Pa(0) -Y al (a=3, 4). 


n=—c0 
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Ciò posto, per determinare i coefficienti al, serviamoci delle 
due ultime delle (47). Poichè, in forza delle (46), il mutamento di v 
in v4+ muta z in gz, le (47) danno luogo alle identità: 


{ce (cel 
d,(v+)= DI altere ge Di an, 
Me Rie 
in cui il segno superiore (+) si riferisce al caso a=3 mentre 
l'inferiore (—) si riferisce al caso a=4, identità donde seguono 
senz'altro le relazioni ricorrenti: 


ali, =+ gta” 


(+ se a=3, — se a=4) 
che forniscono subito le formule: 
adin=aPq, din (- 1a". 


Ne segue, completando la determinazione di ds e &, (finora 
determinate soltanto a meno d’un fattor costante) col porre com' è 


del tutto spontaneo aP=a®=1, 


che le funzioni in discorso sono rappresentate dalle serie seguenti : 


(cel 
ds) = a", 


Re 00 


T° 9, 
d(0)= DI (-1)"9”22", 


Mim 


i) 


(50’) 


che, raccogliendo assieme i termini corrispondenti a valori di x 
uguali e contrari, assumono l’aspetto anche più espressivo: 


0 
I3(0)=1+2 YI g”° cos 2mav= 
mei 


=1+2(g cos 2xrv+ g* cos 470 +9? cos 6rv+-....) 


(51') sa 
d,(v)=1+2 N (-1)997" cos 2mav= 
ml 


=1--2(g cos 2rv— g* cos 4rv + g° cos Brv—....) 
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Passiamo ora alle altre due funzioni 9,(v) e 9s(v) che, avendo 

il periodo 2 invece che 1, saranno a priori rappresentate da serie 

della forma pes 

ORI (a=1,2). 
fi — 


Tenendo però conto che quando v aumenta di 1 si cambia 2 in 2 
le funzioni in discorso, in virtù delle prime due delle (45), dovranno 
essere entrambe funzioni dispari di 2; avremo quindi, più sempli- 
cemente, 


00 
da(0)= N af zenti, (a=1,2). 
Ma —0 


Per determinare i coefficienti serviamoci anche qui delle (47) 
che ci forniscono subito le identità 


(cs) 0 
Iv+9)=Y al gagrmbigamti — Egoag® SI al genti, 
me—-v Meo—00 
(- se a=1, + se a=2) 
donde seguono le formule: 
ah — LA 1) AS = PAG _, 
e, successivamente, le altre: 
alom:n=+(— 1)Mgmntoao, — alomi= dA, 
le quali, tenuto anche conto che 
_{am+i8 1 
mim+ (Si, 


conducono alle serie: 


18 (nil 
( B(v)= ag + N (-1)®g\ 3) (gambi mt) 
(52) ori (nto) 
Is(v) = ag + N gl 3 (g2mt1 4 20@mt4)) 
mel 
cioè: 
sk (a 
d.(0) = 2ia!g7 1 SI (-1)mg\ 3) sin mn + 1) 
0 
419 fest) 
Bn(v)=2aPg + D g\ ® / cos (Qn+ 1). 
Comi) 


F. TRICOMI: Funzioni ellittiche. 9 
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Finalmente, completiamo la definizione di @, e . ponendo 
uguali a due le costanti che precedono i due ultimi sommatori ; 
avremo così le formule: 


Len pi 


d.(v)=2 Sn c ) sin (2m+1)mxv= 


=2g* (sin avg? sin 8rv+ g° sin 5av— ...) 
© /2m+1? 
9,(0)=2 Y 4 2) cos (2 + 1)xv= 
med 


=29* (cos av+ g° cos Vav+ g° cos BaVvH- ..n.) 


(51°) 


cui si associano le (52) che, tenuto conto dei fissati valori di af” 
e a®, possono mettersi sotto la forma: 


9,0)=1S (-1egl3) 0, 


00) 9.(0)= Y alti na 


avendo posto in una parte dei termini m.= —n e nell’altra m=x—1. 
È n . 
In tutte queste formule per g* è, per convenzione, da assu- 
mere il valore ben determinato: 
* 
(58) gqi=e* 


Riunendo in un unico quadro i più importanti dei risultati 
ottenuti abbiamo le formule: 


d.(v) 29° (sin av—g° sin 3av+ g° sin 5rv—....) 

Bs(v) -29° (cos 0 + g? cos rv + g° cos Brv+ ....) 

(51) 93(0)=1+2(9 cos 2rv + g* cos 4rv+ g? cos 6rv +...) 

9.(v)=1—2(g cos 2rv—g' cos 4rv+ 9? cos 6rv—....) 
(g=e) 
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donde ponendo v=0 oppure, nel caso di 3,, ponendo v=0 dopo 
aver derivato rispetto a v, seguono le altre (*): 


9(0) =2ag*(1 —3g° +59%— ....) 
9.(0)=29*(1+9+9°+..) 

Ba(0)=1+2(9+9*+9°+ ...) 
8,(0)=1-29—-9'+9?— ...) 


(54) 


Queste serie, oltre ad offrire il vantaggio di mostrare in modo 
del tutto perspicuo come le funzioni theta dipendano, oltre che 
da v=u/2@, solo da g, cioè (in sostanza) dal rapporto 7 dei pe- 
riodi, offrono l’altro, di capitale importanza pratica, di una con- 
vergenza estremamente rapida, specie se applicate in opportune 
condizioni, sempre realizzabili. 

Invero, anzitutto gli esponenti delle successive potenze di g 
crescono assai rapidamente e, d’altro lato, si possono sempre di- 
sporre i calcoli in modo che |g| risulti molto piccolo. 

Per convincersi di quest’ultimo fatto basta ricordare che se i 
periodi fondamentali @ ed @' sono scelti in modo che sia |@0|<|'|, 
T()>0, il che, come sappiamo già (Cap. I, $ 2), è sempre possi- 
bile, per la (18) di detto Capitolo si ha: 


I)=> £ 
e conseguentemente: 
aV3 
ae IL 
(55) |g|=et0<e ? =0,0658... < +. 


Anzi se, come quasi sempre succede nelle effettive applicazioni, 
1 è immaginario puro, sarà addirittura 


, alri <gra L 
(55) q=esti<e =0,0482.... < 7- 


(*) Molti Autori omettono l'indicazione dell’argomento quando si tratta 
del valore di una funzione d o di una delle sue derivate per v=0. Scri- 
vono cioè semplicemente #,, ,', ecc., invece di d,(0), 9,'(0), ece. Noi però, 
per timore di equivoci, non ci serviremo di questa pur comoda abbreviazione. 
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Per mostrare un esempio di questa rapida convergenza calco- 
liamoci $;(0) (ch'è una serie maggiorante tanto di 3;(v) quanto 
di 9,(v)) nel caso r=1,5% cui corrisponde g=0,008983285. Si ha : 


1=1,000 000 000 
29=0,017 966 570 
2g4=0,000 000 013 


ds(0)=1,017 966 583 


Come si vede, già i primi due termini della serie danno il 
valore di 9, con un errore poco superiore a 10-*! 

Notiamo infine ch'è specialmente nella teoria delle funzioni & 
che si rivela l'opportunità della convenzione fatta nel $ 2 del Cap.I 
di scegliere i periodi fondamentali in modo che sia sempre E(7)>0. 
Invero, essendo 

alert 
è proprio questa convenzione quella che assicura la convergenza 
delle serie è nella forma in cui sono state da noi scritte. 

Nel paragrafo seguente sarà, fra l’altro, brevemente discusso 
e illustrato l'andamento delle funzioni theta quando v e 9g sono 
entrambi reali. 


$ 5. - Relazioni delle funzioni theta fra loro 
e con le altre funzioni precedentemente considerate. 
Loro andamento sull'asse reale. 


La rapidissima convergenza delle serie (51) mostra l’opportu- 
nità di stabilire delle relazioni fra le funzioni theta e le altre funzioni 
precedentemente considerate, quali per esempio {?, sn, cn, ecc., onde 
potere servirsi delle prime pel calcolo numerico delle seconde. 

Cominciamo dalle relazioni fra le 3 e le o, per ottenere le quali 
non c’è che da determinare le costanti A,, As, 43 e A, che figurano 
nelle (44), ciò che è quasi immediato nei riguardi delle ultime tre, 
bastando porre u=v=0 nelle corrispondenti formule per avere che 


Aa=da(0), (a=2,3, 4). 


Per determinare A, occorre invece derivare ambo i membri della 
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prima delle (44) rispetto ad w, con che si ottiene 
—_ i a()= de ia "(cu- Zuou), 
e porre poi u=v=0; avremo così, ricordando che 0'(0)=1, 
A:= 39/00). 


In definitiva si hanno dunque le formule: 


w sla MO) 
Gi cu=2w gia FNIOL o,u= e 310) (> 4) 
PD) RA 20, 

0U= siga” sa, ose= ia" 1 


di cui le ultime tre possono condensarsi nell'unica formula: 


Ly 9 
(56) csf a ell (a=1,2,3). 


Ip)" 


Ricordando che fra le quattro funzioni 0, 01, 03 e 03 intercedono 
due relazioni algebriche indipendenti: le (13) del $ 1, dalle (56) 
segue subito che lo stesso dovrà succedere per le funzioni d,, 4, 
9, d,. Si ha cioè che fra le quattro funzioni theta di uno stesso 
argomento v intercedono le due relazioni algebriche indi- 
pendenti : 


pio UO) LIO pg LO 


2 pr i A = 
+4010* zio) FOT 9, *(0) #0 30 3/0) 


0) 


‘ (57) 


ottenute sostituendo nelle (13) i secondi membri delle (56). 

Trovata l’espressione delle funzioni o per mezzo delle & si 
passa subito a quella delle altre. Così, per esempio le (8) forni- 
scono senz'altro: 


90) 9. (0)? 
(58) Pet za 


(o= H» sua a=1,2, 3) 
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mentre la (16) fornisce: 


, Me I OLIVAZIONAMO) 
L12073 (090900/00) 


(58) 


e, d’altra parte, si ha 
d d 
tu= pm log ou= ® [log d.(0)+ si ws = È log d.(0) +1 u 
cioè 


14/0 n 
(59) Cu= A+ lu 


Similmente dalle (12) si traggono le formule: 
040) dlo) 
sn (fe, —e3u)= 20 Ve, — es 3/10) 9,0) 
MEZZA LI 
(60) cn (fer — es) 3,0) d(0) 
vela MEZIORZIO) 
dn (Pe — 634) = 3.0) 3.) 
che, al pari delle (12), sono da intendersi nel senso che ad ogni 
terna di valori di e,, e», es tali da aversi 


@—€ 
eitertes=0, eenital) 


1 €83 
dove 4 è il modulo di LEGENDRE cui si riferiscono sn, cn e dn, 
corrispondono valori di © ed @' tali che sussistono le (60). 
Considerato che le precedenti equazioni impongono solo due 
condizioni alle tre e,, se si pone ulteriormente 
ei-eg=1 
cioè se si assume 


2—-k 2-1 1+% 
(61) ani, get gatti 


osservato inoltre che, in forza delle (19), è allora 


0=K, r=iK'/K, 
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le (60) possono anche scriversi sotto la forma più semplice ed 
esplicita : 


940) 9,0) 
sn (1, k)=2K 350 30° 


8,0) dx) 
9,(0) d,(0)” 
_L0O 
Î dn (vu, 4)= 3,0) 3,0) 


(= na, que") 3 


en (vu, k)= 


(62) 


2K” 


Riservandoci di mostrare più innanzi come queste formule 
possano essere ulteriormente semplificate (nei riguardi dei fattori 
costanti che in esse compaiono), occupiamoci ora di una questione 
che non conviene più differire, e cioè della determinazione di alcune 
semplici relazioni colleganti le funzioni 3 fra loro, oltre le (57). 

A tale scopo cominciamo col supporre che v si muti in v+ 3; 
tenuto conto che 

sin (@m+1)(v+ a) r=(-1)" cos (2+1)v2, 
cos (2+1) (o + 3) a=(—1)" sin (2m+1)vz, 
cos 2 (e + 3) a=(—1)" cos 2mva, 


le (51) mostrano senz'altro che 


8 (+ 3-90), 


It), d(0+5)-9:0 


sui 9s(0+3)- 2.0), 


Per studiare invece l’effetto del cambiamento di v in v+i, 


converrà riferirsi alle (50’) e (50”) dopo aver osservato che 2 
viene mutata in zVg dall’accennato cambiamento, avremo così per 
esempio che 
n (c*) a too A4\° 
9s(v+ e% quitranz=qg 4 Di gl 3) gen 
Usim <] n=—% 


donde, cambiando x in n—1, segue: 


e, è 
(84) da(v+ 3) a et Dal aring 190). 
n=—0 
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Analogamente si trovano le altre formule: 
/ zi 
d (+ pria 12-19,(0), 
La x) + 
(64) 9: (0+ 5)=9 *219:(0), 
i 
9(v+ >) t2-19,(0). 
In conelusione, ricordando anche le (45) e (47) e ponendo, 
per abbreviare, 
£ 
(65)  g_'2-?=e inten A(9), qui gi= e d0t/4) Bo), 


si ha il seguente quadro delle relazioni di parentela fra le 
funzioni theta, il cui uso non richiede speciali delucidazioni : 


è di FI 1 T tr 
(0) | d—2) [9041] #04) | 90+41+) 9(2+3) 2(0+3) 2(0+3+:) 

| ser ie n 

20) 0 400] AI) | 90) |090) |] 208 

e 

20) | #0 4()9,(0) | — 490) | — 90) | 2090) | — (99,0) 
ss) | 90) 40900) | 4(0)9,0) | 90) | 209.0) | 209,0) 
90) | 9,0) 400,0) | 400,6) | 0) | 20% | 200%) 


In particolare, ponendo v=0, questo quadro fornisce immedia- 
tamente i valori delle funzioni # nei vertici della rete v= 3 mt in 
(m ed n numeri interi) in funzione di (0), 4:(0) e 9,(0); per 


esempio si ha che 


9: (5) = B08:(0)=9 + 9,00), 208: 


Se invece si pone v=0 dopo aver derivato rispetto a v, osser- 


vato che 


(66) d2'(0)=33/(0)=9,/(0)=0, 


si ottengono, con pari faciltà, i valori delle derivate delle theta nei 
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punti anzidetti in funzione di #/(0), 9:(0), 4:(0) e #,(0); per 
esempio dalla formula 


di (o + SONO) 
si ha 


dy )-2/04:(0) + B(0)9/(0)= — ing 1 d:(0), ecc. 


In particolare sull'asse reale valgono le formule: 


66) d(1/2)-0, 4(1/2)=—#,(0), 9:(1/2)=9/(1/2)=0; 
ì ns) d(1)=9'(1)=9(1)=0. 


La figura seguente (fig. 31) mostra l'andamento delle fun- 
zioni #(v) per v reale nel caso di g=0,1. Se però g ha un di- 
verso valore, purchè sempre compreso fra 0 ed 1, le cose non 
cambiano sostanzialmente ('). Essa è da interpretare nel senso 
che le curve tracciate rappresentano le funzioni 9, e 9, se v 
viene letta sulla scala all'orlo superiore della figura, e invece 
rispettivamente le funzioni 9: e @, se v viene letta sulla scala 
dell’orlo inferiore, giusto le formule 


CA (+ 3) 290), di (+ 3} (0). 


Come si vede, 3, e 3, hanno un comportamento del tutto 
simile a quello di un seno o, rispettivamente, di un coseno, salvo 
che il periodo è 2 invece di 2x e che i limiti entro cui oscillano 
sono —3:(0) e +3s(0) invece che —1 e +1. Similmente 83 e 9, 
hanno un comportamento analogo a quello delle due funzioni 
1+c0s2z e 1—cos 2z, salvo che il periodo è 1 invece di x e i 
limiti di oscillazione sono #:(0) e 3,(0) invece che 0 e 2. Questi 
risultati possono facilmente tenersi a mente ricordando che fut?’ e 
quattro le funzioni dv), si comportano qualitativamente, per v 
reale, come le funzioni rappresentate dai primi termini o dai 
primi due termini dei loro sviluppi în serie trigonometriche, 


(4) La discussione dell'andamento delle funzioni @ può agevolmente 
effettuarsi per via feorica, cioè senza appoggiarsi su dati numerici, grafici 
e simili, servendosi dei legami con le funzioni 0 e con la {?; vedi all'uopo 
per esempio HaLPHEN [7], T. I, pp. 285-286. 
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ciò che è di per se stesso evidente se g è molto piccolo, ma non 

altrettanto evidente se invece 9g è grande, cioè prossimo ad 1. 
La rappresentazione grafica fornita dalla fig. 81 è completata 

dalla seguente fig. 32 in cui è rappresentato graficamente, il modo 


Fig. 31, 


di variare di #:(0), 3;(0) e #,(0) al variare di g tra 0 ed 1. 
Veramente la variabile indipendente del grafico non è proprio g 
bensì, come è abituale in tabelle numeriche e grafici di questo 
genere, l'angolo a il cui seno è il corrispondente modulo £ di 
LEGENDRE; si pone cioè (cfr. le (62)) 


q=e ER con k=sina, 
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ossia: K(co8 a) 
(67) que "Kosina (1), 


Al tendere di a a 7/2 3,(0) e 3:(0) tendono entrambe a infinito, però 


50° 90° 


Fig. 32. 


ri 
30° 40° 60° 70° 80° 


così lentamente che per £4°—0,9999 cioè per a=89°25’48”, 33(0), 
ch'è la più grande delle due, non ha ancora raggiunto il valore 2. 


(*) Nelle Funktionentafeln di JAHNKE-EMpE [20] vi è un'estesa tabella 
numerica (pp. 122-124) fornente i valori di Log g a quattro decimali in 
funzione di @ variabile da 0 a 90° di 6’ in 5‘. 
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La fig. 32 mostra fra l’altro che la precedente fig. 31 si presen- 
terà proprio com'è stata da noi disegnata, cioè con le due curve 
che s'intrecciano fra loro intorno all’ascissa 0,5 della scala supe- 
riore, se è a>45°, cioè è g>e-*=0,0432.... Se invece è a<45°, 
4<0,0432...., la curva d,, 3, resta tutta al disotto della curva 9,9. 

La circostanza che per a>45° si presentino valori reali di g 
maggiori di e-* non è in contraddizione con quanto si è detto in 
fine del $ 4, perchè allora è K'<K, epperò il periodo reale w 
delle corrispondenti funzioni di WEIERSTRASS non è più un pe- 
riodo di modulo minimo, come si era ivi supposto. Comunque 
vedremo nel $ 2 del prossimo Capitolo che, se è |g}>e-7, con 
una semplice trasformazione delle funzioni theta, si può subito 
ritornare al caso |g|<e7*. 

Notiamo infine che da alcuni grafici delle funzioni theta, per 
esempio dalla fig. 47 (p. 116) delle Funktionentafeln di JAHNKE- 
EMDE [20], parrebbe trarsi che 9(1/4)=9,(1/4)=1; ciò però è 
vero solo approssimativamente, se q non è troppo vicino ad 1. 


$ 6. - Altre proprietà delle funzioni theta e thetanulle. 


Fra le funzioni theta intervengono, oltre alle già incontrate, 
numerosissime altre relazioni per la maggior parte delle quali riman- 
diamo il lettore a trattati più ampi (‘), trattandosi di formule di 
scarso o nullo interesse applicativo. Così ad esempio pei cosiddetti 
teoremi d’ addizione delle funzioni theta, e cioè per le numerose 
relazioni algebriche intercedenti fra funzioni 4 degli argomenti 


a, b, c, d, 3 (tatbtetd), 
di cui ci limiteremo ad indicarne solo una a titolo d'esempio: 
(68) 2:(0)9:(5)9:(0)3:(d)= 
E. (cesta 9, (tera) 9, (etts) 4, (eotttezo 


9, (Erto) 4, (etere) 9, (tia 4, (Fottteta, 


(4) Vedi, per esempio, TannERY- MoLK [12], T. II, Cap. III o anche 
WEIERSTRASS-SCHWARZ [14], p. 48, formule [B]. 
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Così pure dobbiamo contentarei di un semplice accenno ai cu- 
riosi e formalmente semplici feoremi d’addizione trascendenti 
(o meglio integrali) delle trascendenti in esame recentemente sco- 
perti da G. DOETSCH (‘), i quali trovano la loro origine nell’ os- 
servazione estremamente interessante che Ze frasformate di La- 
place (*) delle funzioni 8, pensate come funzioni di + o, più 
esattamente di t/ni, sono trascendenti elementari. Propriamente 
sussistono le seguenti formule per la cui dimostrazione rimandiamo 
al succitato lavoro di DOETSCH: 

Ub.o|in)- rt, (-i<0<ì) 


__ sin (20—1)/=s 


Ud.(v|in)]}=— <=— =, (0<0<1) 
(69) Y=s cosl—s 
Liv:(o|in]=- tene, (0<v<1) 
. cos 20 P—s 1 1 
Uol] SE, (-jeosì) 


Un'altra importante proprietà delle funzioni &(v|7), non senza 
connessione con la precedente, è che tutt'e quattro queste fun- 
zioni nonchè le loro derivate, sono soluzioni dell’ equazione 
lineare a derivate parziali di 2° ordine: 


da . da 


(70) e — din 0 |. 


Infatti basta osservare che, in virtù delle (50), tutt'e quattro 


(!) Transzendente Additionstheoreme der elliptischen Thetafunktionen 
und andere Thetarelationen vom Faltungstypus [Mathematische Annalen, 
90 (1923), pp. 19-25]. 

(*) Si chiama #rasformata di Laplace di una funzione f(#) e si indica 
spesso con I[7(t)] la funzione 


(es} 
g(s)=| e-ft)dt. 
/ 


La trasformazione di LAPLACE è di grandissima importanza nello studio 
di alcuni tipi di equazioni differenziali ordinarie e a derivate parziali, anche 
dal punto di vista numerico-pratico. 
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le ? sono combinazioni lineari a coefficienti costanti (tanto rispetto 
a v quanto a 7) delle quantità: 


quizin= gintatetano), ge ian 34303) ] 


che, come immediatamente si verifica, sono soluzioni della (70). 

Dallo sviluppo della funzione o in prodotto infinito (Cap. I, 
form. (71)), o, meglio ancora, applicando direttamente il teorema 
generale di WEIERSTRASS sulle funzioni olomorfe di cui nel Cap. IV 
di F. A,, con calcoli nei cui particolari non entriamo (*), si otten- 
gono i seguenti sviluppi delle funzioni theta in prodotti infiniti 
semplici: 


4 (c-] 
d.(v)=2909* sin 2v II (1-—-2g?" cos 2rv+ g‘"), 
nei 


4 0 
9.(0)=2909* cos 2v II (1+2g9?" cos 2rv + g*"), 
(71) 6 fee 
ds(0)=go II (1+29*"-* cos 22v+g*"-?), 
n=1 


0 
d(0)=%0 II (1—2g?*-* cos 2av+g!-?), 
nei 


Ì 


avendo posto 
(e) 

(71°) qQo=II (1-9?) (2). 
n=i 


Essi sono tutti validi sotto la sola condizione |g|<1. 

Gli sviluppi precedenti possono essere, fra l’altro, utilizzati per 
ottenere gli sviluppi in serie trigonometriche dei logaritmi delle 
funzioni theta. All’uopo occorre partire dal noto sviluppo (*): 


(4) Vedi per esempio, BrancHI [2], Cap. XIV. 
(3) Derivando la prima delle (71) si vede molto facilmente che è 
i 
(71) 2a9' g=9/(0). 
(3) Immediatamente ottenibile, supposto g reale, uguagliando le parti 
reali dei due membri nella ben nota formula: i 


1 sà 3 
logni=2+7+7+- (2]<1, 


dove sia stato posto 2=re?, 
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1 Si 
log = N 
reni Dar SROTE 
valido se 
|rl<ertoi 
cioè (supposto |r|<1) nella striscia parallela all'asse reale 
1 1 
—R(10g 3) <T)<R(10g 1); 
ed osservare che, nel caso di 
p=2rv,  r=g9, (1=1,2;....), 
la precedente condizione, cioè 


— IR(log g*-?") <T(2rrv) < R(log g!-"), 


(x=1,2,3,....) 
od anche 


(Qn-1)R(iz) <a (0) < — Qr-1) Ri), 
(2=1,2, 8,...), 


è certo soddisfatta supposto che sia 
(12) -1()<1O<1(). 
Nell’ipotesi (72) può dunque porsi 


hi 00 
log (1—2g9*"-* cos 2rrv+gir-2)= 2 > i g(er_1m cos 2mav, 


m=1 


(2=1,2;....), 


epperò, sostituendo nell’ultima delle (71) dopo aver presi i loga- 
ritmi di ambo i membri, si avrà: 


(-°) 00 
log di(v)=log go—-2Y YI 1 gmen-0 cos Ina, 


nel m=1 


donde, scambiando l’ordine dei due sommatori, il che è lecito, segue 


m 


00 00 
log 9,(v)=log 9,2 Y 208 amati DI (gn 
m=1 n=1 
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cioè 
ai qu cos2mav 
log d,(v)=log go—2 ù mae ri 
mM 


e combinando con la formula relativa a v=0: 


v 
AO) 4g" sin° mav 
08 3. DI 1" m 


od anche 


I 9) 9 S sin? mav 
98 3,10) — m Sin me log gi * 
ei m=1 


Analogamente si trattano le altre tre funzioni, con l'avvertenza 
che nel caso di #, e 9, lo sviluppo del logaritmo occorre solo a 
partire dall’esponente 2 di g, epperò la (72) è sostituita dalla 
condizione meno restrittiva : 


(72’) -10)<T0)<T0), 


pervenendo così alle formule: 


log Ra =log sin av— 


cos? ev così 2rv €08? 3r7v 
—g° — sero 
hi (a Sinioggi —? 3 Sin3logg! +9 35îini log g* ) 
log o =log cos av— 
(73) ( sin? av î sin? 2rv +9? sin? 3xv = ) 
Sin logg! —? 3Sinzloggi*? FSsinsloggi 7" 
lo ds(0) e ( sin? zv 2a sin? 2rev sin? 3xv _ ) 
€ 3,0) Sin logg* 2 Sin2logg*' 3 Sin3logg* >" 
dv) ( sin? 2v sin? 2rev sin? 3xv ) 
log d,(0) 2 Sinlogg** 2 Sin 2logg* +53 Sin 3 log g-* + 


di cui le prime due valgono sotto la condizione (72°) mentre le 
ultime due valgono sotto la (72). 

Dalle (78), derivando rispetto a , si traggono subito le espres- 
sioni delle derivate logaritmiche delle funzioni theta, per esempio: 


sin 2rrv 


CAM O) 
io” Sin nlogg-!? 


d.(0) 


ecc. 


(°°) 
(13) Zlog9,.(0)= x cotg 0 +22 Sg” 
ni 
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€, con non minore faciltà, le seguenti formule, di cui vedremo 
presto l’importanza, valide sotto le stesse condizioni delle corri- 
spondenti (73): 


i dv + 2) _1 sin a(v + 2%) S sin 2nav » sin 2rscewy 
2 log d,l-w) 2 log sin a(v— w) EI q” n Sin n log e! 


Bo +w) 1 COS (74 w) bel sin 2rav - sin raw 
(78) log dle-v) 2 l cos z(v — w) Aaa nSinnlogg! * 
dl +) _ S sin 2nmv - sin 2rnnw 
2006 Pale — ww) x (1)” n Sinalogg* 


n=1 


1 d(v+-w) ca sin 2rrv - sin 2naw 
2 x n Sin nlogg* 


Passiamo ora a stabilire alcune formule, in parte assai impor- 
tanti, in cui figurano principalmente le funzioni « thetanulle » cioè 
le quattro quantità 

d:(0|7), 
ds(0|7), 
d(0|7), 
d(0|7), 


già considerate nei paragrafi precedenti. 

All’uopo cominciamo col trasformare le formule (11) del $ 1, 
fornenti i valori dei radicali Ves= €a, Sostituendo, a mezzo delle (56), 
le funzioni #4 alle funzioni o, avremo così, con facili calcoli appog- 
giati sul quadro di pag. 136, le uguaglianze: 


. 1 8/(0)9,(0) 
Veme=i Vene o DOO) ’ 


va 3° 1 9'(0)9. 
(74) Vanesnilena= doro, 


VernenniVena= gi, 000 


20 9s(0)d,(0) * 


Queste formule, nonostante siano da considerarsi solo come 
provvisorie, potendo esse venire ulteriormente molto semplificate, 
permettono già di dedurre alcune conseguenze assai interessanti. 
Invero, dividendo membro a membro la terza e la prima per 
la seconda e ricordando le (26), si hanno subito le seguenti 

F. TRICONI: Funcioni ellittiche. 10 
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importanti espressioni dei moduli % e %' di LEGENDRE per mezzo 
delle thetanulle: 


(5) |A-to Rs] 


d:(0)” 


che mostrano come VE e Ve siano funzioni analitiche uniformi 
del rapporto 7 dei periodi. Ne segue inoltre che, soddisfacendo % 


e 4' all’equazione #46 =1, 


le thetanulle soddisferanno all'altra: 


900) + #0) =1 
930) 950) 
cioè: 
(76) ds(0)+di(0)=d(0) |. 


Per ricavare un’altra importante relazione fra le thetanulle 
(che, fra l'altro, sarà quella che ci permetterà di semplificare ulte: 
riormente le (74)) partiamo dalla (58) sviluppando le due funzioni 4 
del secondo membro in serie di potenze di v; avremo così, tenuto 
conto che 3, è una funzione dispari mentr'invece 9,1 (a>0) è 


pari, l’ uguaglianza : 
2 2 
1 | 900) Pat pt 


u=te,t 3 , 
(24 io E, 90049" È Foa 


donde successivamente si trae: 


8" 4a (0) BE) 2 
1 LE da410) 2 
Pu=est O 
1t 870 3 


(4) Scrivendo le (75) si è implicitamente venuto ad assumere ben deter- 
minati « segni» pei due radicali. È ben facile controllare, tenendo conto 
che il caso di X e #' reali e compresi fra 0 ed 1, corrisponde al ‘ano ar t 
immaginario puro, cioè di g reale e compreso fra 0 ed 1, che tali «segni» 
concordano con la convenzione fatta nel $ 3. 
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1 (824400 18,0) : 
lat [+50 i 0 )te 


1 844 19/0) 
Cat e È +( 810) “i #0 +e 


1 BE. 9" 4100) 180) 
fat » È + (0 3 8/0) Toe 


Ma, come ben si ricorderà, lo sviluppo di fw in serie di potenze 
di « è privo del termine costante; dunque dovrà aversi identicamente 


1 (924400) 190) 
(77) Ca -o( i 73 #0 )» (a=1,2,8). 


Ricordando che + e5+ e3=0, la formula trovata fornisce 
l'identità 


90) 9" | 9°) _ 90) 
90) 90 #0 30 


cui, in virtù della (70), può darsi la forma 


1 d0(0) | 1 d9;(0), 1 d0,(0) 1 d9,0) 
d:(0) di * 90) di 3,0) di —d0) de 


ossia : 
a d d d 
Da log 3:(0) + > log 8s(0) + 7108 9(0)= 7 108 90) 


od anche: 
Zlog O __ 
de 9 Ba(0)93(0) PO) 


Dovrà pertanto essere 
d:'(0)= CI5(0)3:(0)9,(0) 


dove C' denota una costante rispetto a 7 che, considerati gli svi- 
luppi (54), si vede subito essere uguale a x; sussiste dunque 
l'identità di Jacobi: 


(Ta) 90) =29(0)9,(0)9,0) |. 


È molto notevole il fatto che fra le quattro thetanulle, che sono 
funzioni trascendenti di 7, sussistano due relazioni algebriche 
molto semplici: la (76) e la (78), che vengono in certo qual modo 
a rimpiazzare le generali relazioni (57) fra d, (2), ds(0), I (1) e d,(2), 
le quali per v=0 si riducono a banali identità. 
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Servendosi della (78) le (74) prendono la seguente, più sem- 
plice, forma definitiva : 


Vernes=iVen—e= > 87(0) 
20 

(79) Ve, nes=i Vese= © 950) 

Ves—es=i Ves—er= È 93(0) 


donde, ricordando la prima delle (19), segue fra l’altro che 


(80) IR=|E.4,0| ©. 


Avremo inoltre, tenendo presenti le (75), che le relazioni (62) 
fra sn, en, dn e le funzioni theta potranno seriversi, più sempli- 


cemente, sotto la forma: 


19,0) 
sn (U1)= 70) 


en (vu, k)= VE Palo) 


(81) k d(0)” 


(3) Val la pena d’osservare che la (80) può modificarsi in modo da otte- 
nere uno sviluppo di VE ancora più convergente della serie 93(0). 7 
Infatti, dalla prima delle (74) dividendo per Ve, — ez può trarsi che 


a 


2 d 2 
=-— —= d(0)= 7 70) 
20 Ve, — eg ! 2K 


k' 
donde segue n 

Ve VE= y 5 3,(0) 
epperò, sommando con la (80), verrà 


Vaf? MALA 1+ 2944 2919 +...) 
(80) Va 7 [90 +9, = 777 € + 294 


ch’è lo sviluppo cercato. 
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Quanto al calcolo di 9 dato %, se non si ha a disposizione una 
delle apposite tabelle come quella di JAHNKE-EMDE cui si è accennato 
in fine del paragrafo precedente, o una tabella dell’integrale com- 
pleto K di LEGENDRE, si può far uso della serie convergentissima : 


(82) q=re+2e +158°4+-15081°+.... 
dove 

> Ve 
(83) 2e= ri 


che si ottiene risolvendo rispetto a g l'equazione 


1-VE Na+ +.) 
14VE 1+20*+298+.... 


(84) 


facilmente deducibile dalla seconda delle (75). 

Un'altra notevolissima applicazione delle ultime formule trovate 
consiste nella semplificazione dei coefficienti che figurano nelle rela- 
zioni algebriche (57) fra le funzioni theta di uno stesso argomento, 
che possono ridursi alla seguente forma straordinariamente semplice: 


O, di 0)= di) +85) | 
FTo= II +EI) 

Infatti, risolvendo rispetto a (7) l'equazione risultante dal- 
l'eguagliare il primo col secondo membro delle (57), si ha 


do 4(es — e) 0295(0) 


8%) 


H0)= ic + È) 


donde, servendosi dell'identità di JACOBI (78) e della prima 
delle (79), segue 


ato) _ 80) __ 950) 
d(0)= #0) H(v)= #0 di) 


che, tenuto conto delle (75), non è altro se non la prima delle (85). 
Nello stesso modo si dimostra l’altra. 
Dalle (85), tenuto conto che 


k 1+% 


i-W#Ck 
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si trae facilmente che 9%(v)F9%(v) è proporzionale a B(v)TH(); 
propriamente si hanno le due equazioni: 


s0)-L= n [8@)-&0)] 
(85) 
8(0)+80)= E (80) +20) 


che possono rimpiazzare le (85). Da esse segue subito che 
(86) (0) — di) =d(0) -d(0), 


donde, ponendo v=0, ritorna la (76). 1 
Notiamo inoltre che elevando a quadrato le (79) e risolvendo 
rispetto ad e., e» ed es le equazioni così ottenute, le (77) possono 


sostituirsi con le formule più semplici: 


2 [91(0) +9 4(0)], 


nas ina 
(87) = 10 d(0) —W(0)]; 
= Lai [9;(0) +95(0)]. 


Invece, moltiplicando fra loro le (79) avremo, in virtù della (43) 
del Cap. I, l’altra formula interessante : 


VA=lgi=279i-2(£) 19:(0)9:(09,(0)1 
che, in forza della (78), può più semplicemente seriversi : 
(88) VA = 739:2(0). 
Dalle (87) possono facilmente trarsi le formule 
Uta di 2)! [9:(0)+2(0)+240)] 
a + (2)' 180)+81(0)1 190) + 2:10) [91(0) - 910), 


talvolta comode pel controllo dei calcoli numerici. 
Finalmente vogliamo ricavarci una formula che ci consenta di 
calcolare la quantità 7, e quindi anche 7°, per mezzo delle serie d. 


FUNZIONI DI JACOBI 151 


All’uopo serviamoci della relazione fra o e #., cioè della prima 
delle (56), per ritrovare i primi termini dello sviluppo di cu in 
serie di potenze di x; avremo così: 


20 


Vici 
te ___20 ne , ini “ 
ou= 37 e de) = pi (14 = +.) fo. (00049, 07 +] 


(0) 
donde, con calcoli facili, segue: 


1 d(0) 


] UL 


1 
PUTUT a Int 120 9 (0) 


Ma, si confronti la (74) del Cap. I, lo sviluppo di cu non contiene 
il termine in w*; dunque dovrà essere 


(00) __ 1 8/0) 
120 3,0) 


ch'è la formula cercata. 


$ 7. - Utilizzazione delle funzioni theta 
pel calcolo degli integrali di terza specie. 


Le funzioni theta possono essere utilizzate pel calcolo numerico 
non solo delle funzioni ellittiche sn, cn, dn, {2 ece., ma anche degli 
integrali ellittici fondamentali di prima, seconda e terza specie cui, 
come ben sappiamo, può essere ricondotto qualsiasi altro integrale 
ellittico. 

Nel caso degli integrali di prima e seconda specie la cosa non 
ha che scarso interesse pratico, esistendo comode tabelle di questi 
integrali. Tuttavia merita di essere osservata la semplice formula : 


1 #,'(v/2K) E 
(91) Eoh= rin ta% =M95 


che, con l'ausilio della funzione #,, riconduce il calcolo dell’inte- 
grale di 2° specie di LEGENDRE £ (‘) a quello di 1° specie F Essa 


{!) La quantità E pensata come funzione di u=F(g) invece che come 
funzione di 9, è stata indicata da JAcoBI, e dopo di lui da molti altri AA, 
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si deduce facilmente dalle (32) e (33) osservando che, in virtù 
della (59), è 


60) tuto) = lA (+ 5)+ 1 (+0) 


Naturalmente, avendo posto semplicemente u=F(%, %) (il che im- 
plica e, —e3=1), la funzione # che figura nella (91) sarà da calco- 
lare in corrispondenza al valore di 9 indicato nelle (62), cioè si 
dovrà porre 
(91’) log g=— x: 


Molto maggior interesse ha invece l’espressione degli integrali 
di terza specie mediante le funzioni theta, non essendo praticamente 
possibile costruire tabelle numeriche di questi integrali, che sono 
funzioni di fre variabili indipendenti ('). Val dunque la pena di sof- 
fermarsi un momento a considerare la cosa con qualche dettaglio. 

Il caso in cui la biquadratica fondamentale ha la forma di 
WEIERSTRASS è presto sbrigato perchè, essendosi già fatto vedere, 
nel Cap. II, come il corrispondente integrale fondamentale di terza 


specie : 


Io 1 flo nm + rega di 


2 @a- 0) Vi —g9a—-g93 


col simbolo E(u). Altri (HoùEL) scrivono invece e/(). Con tali simboli la (91) 


può dunque seriversi 
z 1 #,/2K) , E 
@1) EW=M= TER TR" 


il che mostra come la el(w), a differenza della E(g) di LEGENDRE, sia una 
funzione univoca del suo argomento. 

Notiamo ancora che, sempre seguendo JacoBI, molti introducono un 
simbolo speciale (Z o zr) pel primo termine del secondo membro della (91), 


cioè pongono: 4.'(4)2K 
onuott) E £ 9/2 
Z(u) = znu= el(u) KE“ 5K #,6/56) 


(*) In un recente lavoro di E. J. NysrrR©M [Praktische Auswertung von 
elliptischen Integralen dritter Gattung, Commentationes Helsingfors, 8 (1935), 
n.° 12, 17 p.] sono dati dei nomograrami e dei metodi di caleolo numerico 
per integrali di terza specie, che sembrano dare in pratica buoni risultati, 

Per gli integrali di terza specie completi, vedi anche più avanti (p. 207). 
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possa essere ricondotto alle funzioni $, È e 6; non vi sarà ora che 
da trasformare la formula allora trovata (la (52) del Cap. II) e cioè: 


Iy =log 2 Diu. Cp + cost., c= ou, c=f0y 


in modo da farvi comparire le funzioni theta. 
Ci serviremo a questo scopo della prima delle (56) e della (59) 
che ci forniscono rispettivamente: 


u—y 
(5 
log e Paog " L 55 (u-y)? ao = 
up 
k 2) ? 
=log rai gf too 
% (2) 
e 
(2 
u (a n 
u-t= 5 E +31°% 
#5) 
avremo perciò in definitiva la formula: 
DI 9 
(92) as nt + de V+ cost. 


avendo posto per abbreviare: 


cioè 
(92) = (200), c=(2wf). 

Passiamo ora al caso, praticamente assai più importante, in cui 
l'integrale di terza specie ha la forma di LEGENDRE: 


e 


do 

PIL = = 

(9, n, l) / (1+ x sin? g) VI 7 sin 9 i 
0 


che cercheremo ricondurre al precedente trasformando l’uno nel- 
l’altro i due integrali fondamentali. 
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All’uopo partiamo dall’integrale /3' operando su di esso la stessa 
sostituzione usata in principio di questo Capitolo per collegare le 
funzioni sn, cn e dn alla 2, poniamo cioè: 


darmita =A: 
sing’ 


(93) i e=+ 


avremo così: 


Vist gra—g:=>2/(e—e.) = e) e) = 


3 
=2(e, e); i cn va k? sin* g 
Los P 79). 
di- — Me: —e:) 35% do, fu: als) 


pertanto, posto pure, analogamente alla (98): 


e, 63 
sin? a” 


(93’) e=e3t 


potremo scrivere che 


8? VITE sin? ®+ si Vi—W sin? a 


L= f ag i 7 dp + cost. 
—-|VI=W sin? 
5 (a Ero ai & sin? g 
cioè 
sin? a - cotg g 
to) -f sin? @ — sin? a dpt 
? sin’ a. sin’ edo i cost, 
+HI- cllili il — sin a)V/i—# sing E 


Ma il primo integrale è un integrale elementare che si calcola subito 
assumendo come nuova variabile sin? g, mentre il secondo, aggiun- 
gendo e togliendo sin? a dal numeratore, può mettersi sotto la forma: 


, 


fra 
Vi-# sing (1-3; a Vigano 


dunque avremo la formula 


sin? a 
Ly —jlog|1- Ss 
+V1=#? sin? a - cotg a - [Fe -I(9, # i D) + cost. 
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che, tenuto conto della (92), fornisce: 


PRE eerIII 1 1 sin? a 
(94) Vi=# sin a» cotg a « II (o dn: x) n log | 1- sing + 
—W sint a. Si A 
+ Gr k? sin? a - cotga ENTI) 
=log EEA. Loos, (20v= (0,6). 


d,(0) 
Per semplificare la formula ottenuta, cominciamo con l’osser- 
vare che avendosi, in forza della us 


@y=e3 ta "a 
ferma Pipotesi e, —e;=1 del $ 5, sarà 
(94’) sin a=sn (y, 4), 


epperò potremo anzitutto porre 
sin a=sn y, cos a=cn 7, Vi—%? sinî a=dn Y 


donde, tenuto conto che @=K, in virtù della prima delle (81), segue 


20/1-k sint a. , cotg a= da 2K Cena 

presr- Geo 0 
la (94) potrà dunque più semplicemente scriversi : 
es SL22?n i i 


avendo ulteriormente osservato che la costante al secondo membro 
dev'essere necessariamente nulla perchè per p—0 (che implica v=0) 
tutti gli altri termini si annullano. 
Per ottenere un’ulteriore semplificazione, cambiamo ora yin —y 
nella (95); avremo così 
cny-dn 1 
05) ELE! N (3,4) 


sn? y 
sin? @ 


de +6) 
Vf) 


90) 
98) 


=jlog|i + v—log 
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donde, cambiando di segno, sommando con la (95) e dividendo 
per 2, segue finalmente: 


en y-dny —1 1 dle +6) 9408) 
(96) sn 7 ( any? tei a” dle) dB) 


i o 
v= sr Fo È), B=5K% que TE, 


formula da cui, volendo, potrebbe farsi sparire il rapporto 9,'(8)/3,(8) 
giovandosi della (91). 

La formula trovata permette un comodo calcolo dell’integrale 
di terza specie II (9, #,%), purchè il parametro n, che deve qui 
identificarsi con —1/sn° y, sia minore di —1i. Se invece questa 
condizione non è verificata allora s’introducono, pur nel caso di x 
e q reali e % reale e compreso fra 0 ed 1, degli immaginari che 
richiedono qualche speciale accorgimento onde non arrechino mo- 
lestie nei calcoli numerici. Propriamente è opportuno far uso delle 
formule raccolte, assieme con la (96), nel quadro seguente, che con- 
tiene l'essenziale delle formule all'uopo stabilite da HOÙEL: 


Si pone 
Casi TTT RO ww ss __ mIT(0,n5)= 
n= fi 
hi d B_9'@ 
# 1 cn (7,4) dn (7,4) 1g SOTA _NO, 
—0<AKA1 ESTATAIA) 10,6) 3 108 3e=-) 7 0° 
29) i , i ; 
n |a 80 E) en (8°) 1 ole +19) _;9/6A), 
Inca] anta) (oe) | Ron da 
6: dn (y,4) ” 90) 
@ , 3) , , 
nifcaco (rat SI 3108 SETA +30? 
o È C: Io +48) |; 960), 
an? (y,£') n (y,#') le + è MO 
o<n<to | Pare moi ci. Enit id? 
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L'argomento y deve essere scelto, com'è sempre possibile, in 
modo che risulti compreso fra 0 e K (1° e 8° caso) o fra 0 e K' 
(2° e 4° caso) (*). Quanto a v, f e g, essi verranno calcolati, come 
prima, mediante le formule: 


1 1 : 
v= sg Floh),  P=srn geek 


Le formule del 2° e 4° caso contengono degli immaginari ma 
solo in apparenza. Invero, ricordando che 


1+iz 


Lo iali — 1 
sin ir=—i SIN 2, cos ir=CT08 2, arcigo= log 2, 


dalle (73°) e (78”) si ricava subito che: 


1900) _ 7 Gotg n8—27 > ,_ Sin 2nag 
dh) l Sinnlogg! 


nel 
RCA) “= Sin 2r2f 
: Ps(i8) a (1) Sin aloggi 
1, dle+#0) 
(97) 5; log Rtl = —arcig (Tg af -tg0)+ 


v 
î _ on Sin 2r20 Sin 2naf 
ù 2‘ d n Sin n log g7! 


1 det) _ A sin2azo- Sin 2naf 
-l È 
zi 108 dle —i8) x nSinaloggai 


il 


nel 


Queste serie sono certo tutte convergenti se i periodi fonda- 
mentali sono scelti in modo che sia soddisfatta la (12) del Cap. I. 
Infatti, essendo y compreso fra 0 e K' e, di conseguenza : 

K' 7) 
O<s<57=T(5), 


la condizione (72) è verificata. 


(4) In HoùEL [19], $$ XX-XXI si mostra come, operando all'occorrenza 
la sostituzione u=—K-—u, (0u=K'—w,), y possa essere addirittura ristretto 
nell'intervallo (0, K/2) o (0, K'/2), il che può essere utile dal punto di vista 
della precisione dei calcoli numerici. 


158 CAPITOLO TERZO 


Dal punto di vista pratico è però da osservare che, mentre la 
prima e la terza serie, sono sempre sufficientemente convergenti pei 
calcoli numerici; non si può dire lo stesso della seconda e della 
quarta, nei cui termini mancano le successive potenze di g. 

Ad evitare questo inconveniente osserviamo che, sostituendo 
v+if al posto di v nell'ultima delle (51), si ha 


d(v+i8)= Av, 8) +iB(0, B), 
avendo posto per abbreviare 


A(v, f)=1—2g cos 2rv » Cos 2xf+ 

+29' cos 4rv è COS 4nf—.... 
B(v, f)=2g sin 2rv » Sin 2rf— 

—2g* sin 40 - Sin 478+....; 


(98) 


potremo pertanto scrivere che 


1, 94) 1 
zi geni 


donde, confrontando con la surricordata formula che fornisce arcig 7 
sotto forma di logaritmo, segue subito la formula: 


B(v, È) 
Av, B)' 


1, doti) 
(99) zi 198 dio ip) 


arcig 


atta a rimpiazzare l’ultima delle (97). 
Similmente, essendo 


Is(ip)=1+2 Y 9g” Cos 2raf, — dds'(iB) 42 DI no” Sin 2rxeh, 
nel n=1 


la seconda delle (97) potrà essere rimpiazzata con l’altra formula : 


(100) FRcASA) sn q Sin 2x8 + 29‘ Sin 422 + 30° Sin 678 +... 
Bali8) 1+ 29 Cos 2x8 + 29% Cos 4778 +-29° Cos 620 +... 


che, sebbene formalmente meno semplice, è molto preferibile dal 
punto di vista dei calcoli numerici, 


sacasar IL = UNE NIAt III Ts" i 


CAPITOLO IV. 


Trasformazioni delle funzioni ellittiche. 


$ 1. - Teorema fondamentale sulle funzioni 12) 
legate algebricamente fra loro. 


Una delle più profonde differenze fra le funzioni elementari e 
le ellittiche è, come s’è già avuto occasione di osservare (nel $ 5 
del Cap. I, p. 23), che queste, al contrario di quelle, contengono oltre 
ad una variabile principale od « argomento » ( 0 v ecc.), anche altre 
variabili secondarie o « parametri » che dir si voglia: i semiperiodi +, 
e @», oppure gs e ga, 4, g, ece. Si tratta dunque, in sostanza, di 
funzioni di più variabili, ciò che talvolta, per esempio nella costru- 
zione di tabelle numeriche delle funzioni, dà luogo a difficoltà (neces- 
sità di ricorrere a tabelle a doppia entrata, ecc.) che non hanno 
riscontro nel campo delle trascendenti elementari. 

Finora noi non ei siamo occupati se non incidentalmente della 
dipendenza delle funzioni ellittiche dagli accennati parametri: ad 
esempio ce ne siamo implicitamente un po’ occupati nel cit. $5 
del Cap. I, in cui abbiamo dimostrato che la condizione necessaria 
e sufficiente affinchè le funzioni {9 costruite a partire da due di- 
verse coppie (@, 0’) e (@, @') di semiperiodi, coincidano fra loro, 
è che si abbia 
1) 2... 

v=10+dw 


dove a, f, y e è sono quattro inferi tali da aversi: 
(2) ad—fy=1. 


Infatti tale teorema dimostra che, sotto le condizioni ora ri- 
cordate, si ha 


(8) L(U|0, 0)=(u|aw+fa', y0-+d0'), 
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ciò che manifestamente costituisce una proprietà della 2 di 
WEIERSTRASS riguardata come funzione di @ e w'. 

Possiamo ora domandarci, assai più generalmente, quali rela- 
zioni debbano intercedere fra due coppie di semiperiodi (@, w') 
e (@, d') affinchè fra le corrispondenti funzioni {0 : 


m=P(u|0, 0), y= (|, ') 
interceda una relazione algebrica, cioè della forma 
(4) Fx, y)-0, 


dove F denota un polinomio nelle due variabili 2 e y. Vedremo 
subito che la condizione necessaria e sufficiente affinchè ciò 
si verifichi, è che fra è semiperiodi intervengano delle rela- 


zioni della forma scada 


(5) pls da 


dove a, 8, y, è, 0 denotano numeri interi (che potremo sempre 
supporre primi fra loro) tali da aversi 


(6) D=aò—fy*+0, 
anzi addirittura 
(6°) D=od—By>0, 


supposto che î quattro semiperiodi siano tali che sia 
w'\ (A 
1(2)>o,  1(5)>0. 
(Si cfr. il $ 2 del Cap. I). nre ; 
Infatti, pensiamo attribuiti ad « gli infiniti valori 
u=uo+ 2h, (h=0, +1, 1.2...) 
ed osserviamo che, se sussiste la (4), al corrispondente valore 
Yo= {0 (| ©, d') 
di y non potranno essere associati che al più » valori distinti di z, 


se » è il grado del polinomio / in z. Ne segue che delle infinite 


quantità P(w+2hdò lat) 
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non ce ne potranno essere che al più » distinte, epperò esisteranno 
certo due valori distinti #' ed 4” di 4 tali da aversi 


$P(U+2h'd| 0, 0°)={(v+2h4k"d| 0, 0), 
il che implica che dovrà essere necessariamente 
t+2h'b=+(u+24"d)+2mw+2n0' 


con m e x numeri interi, donde, essendo w qualsiasi (e quindi, 
in generale, diverso da un semiperiodo) segue 


k'o=mw+no', 


avendo posto A*=%/—%h". 
In modo del tutto simile, partendo dagli infiniti valori 


u=U+2k0', (k=0, +1, +.2,....) 
si trova la relazione 
k'o'=mo+n'v 


con 4*, m', n' numeri interi; quindi, detto e il minimo comune mul- 
tiplo di 4* e 4*, se sussiste la (4), fra i semiperiodi (0,0) e (0, 0’) 
dovranno necessariamente intervenire delle relazioni del tipo (5), 
il cui determinante dei coefficienti D non potrà esser nullo, chè 
altrimenti i due semiperiodi @ ed cd’ avrebbero un rapporto reale, 
anzi addirittura razionale, 

La reciproca è quasi di per sè evidente: Invero, se fra i semi- 
periodi (w, w') e (ò, 0’) sussistono le relazioni (5), le due funzioni 
ellittiche fo(u|0, w') e {@(u|ò, c’) avranno a comune i due pe 
riodi 200, 200’, epperò (Cap. I, $ 7) fra di esse intercederà neces- 
sariamente una relazione algebrica. 

Il teorema ora dimostrato, che è la base della cosidetta teoria 
della trasformazione delle funzioni ellittiche, cioè della teoria 
che insegna a ricercare le effettive relazioni del tipo (4) colleganti 
due funzioni ellittiche i cui semiperiodi siano legati da relazioni del 
tipo (5), riceve un essenziale complemento dall’osservazione che Za 
relazione algebrica (4) può sempre « razionalizzarsi », cioè che 
può sempre determinarsi una terza variabile 2 tale da aversi 


e-R(@), y=S) 
F. TRICOMI: Funzioni ellittiche. ii 
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dove R ed £ sono i simboli di due funzioni razionali del loro 
argomento (*). 
Infatti basta porre 


= P(U|e0, 00') 


ed osservare che z ed y, essendo delle funzioni ellittiche pari, 
ammettenti entrambe i periodi 20@ e 200’, sono certo razional- 
mente esprimibili mediante f0(v|0@, 00’) [Cap. I, $ 7, form. (58)]. 

Osserviamo che, quando ci si trova in queste condizioni, cioè 
quando la relazione fra le due funzioni: 


s=P(u|0, 0) e y_p(u|òd, d') 


è razionale, e precisamente del tipo: 


Py) 
© T= Gu) 
cioè 
(7) Py) -rQ(y)=0, 


con P e Q polinomi (primi fra loro) in y; allora l’intero 0 dev'essere 
necessariamente uguale ad «ro, epperò le (5) assumono l'aspetto : 


è -=aw+fa' 
(8) d'=70+da'; 


si ricade dunque sulle (1) considerate indipendentemente dalla (2), 
e reciprocamente. 

Infatti, se vale la (7), i periodi 2© e 20’ di y sono anche 
periodi di 7 epperò dovranno valere le (8); viceversa, se valgono 
le (8),  ammetterà i periodi 2% e 2’ epperò, essendo altresì 
una funzione pari di «, potrà esprimersi razionalmente mediante 
y=P(U|d, dI). 

Quanto al significato del determinante dei coefficienti: 


D=aò—fy, 


(*) Geometricamente interpretata quest’osservazione ci dice che la curva 
algebrica di equazione F(z, y)=0 è sempre una curva razionale. 
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dalle (8), si dimostra agevolmente (*) che questo D, chè è necessa- 
riamente un numero intero, coincide col grado dell'equazione (77) 
in y, cioè col maggiore dei gradi dei due polinomi Py) e GY); 
D fornisce dunque il numero dei valori yo di y corrispondenti ad 
un generico valore determinato x, di z, e dicesi pertanto ordine 
(o grado) della trasformazione di periodi (8). 

La circostanza dianzi posta in luce che, nel passaggio dalla 
funzione 2= f0(u|©, «') alla funzione y= ((u| , 0), si può inse- 
rire come termine intermedio la funzione z= 2 (u|0w, 00), legata 
razionalmente ad entrambe; è di ovvia importanza per l’intera 
teoria della trasformazione delle funzioni $ e, di conseguenza, anche 
di tutte le altre funzioni ellittiche. Essa mostra invero che, in tale 
teoria, ci si può limitare a considerare soltanto trasformazioni 
«razionali » del tipo (8) invece delle più generali trasformazioni (5). 


$ 2. - Trasformazioni di prim’ ordine: 
Loro effetto sulle funzioni di Jacobi. 


Servendosi delle denominazioni ultimamente introdotte il risul- 
tato già stabilito nel ricordato $ 5 del Cap. I, può più semplice- 
mente enunciaàrsi dicendo che: 

La funzione {0 di Weierstrass, e così pure le funzioni la 
e o nonchè gli invarianti g>. e g3, restano invariati per 
qualsiasi trasformazione razionale di prim'ordine dei pe 
riodi. 

In questo teorema risiede uno dei principali pregi delle fun- 
zioni ellittiche di WEIERSTRASS in confronto di quelle di JACOBI. 
Invero vedremo subito che quest'ultime, e cioè tanto le funzioni sn, 
cn e dn quanto le fheta, non si comportano così semplicemente, 
risultando in generale alterate da una trasformazione di prim’ ordine, 

Per determinare le relative formule di trasformazione, alcune 
delle quali hanno molto interesse anche dal punto di vista appli- 
cativo, cominciamo con l’osservare che, come può dimostrarsi con 
considerazioni algebriche del tutto elementari (*), ogni sostitu- 


(‘) Vedi, per esempio, BIANCHI [2], pp. 472-473. 
() Cfr., per esempio, WEBER [18], 3. Absch., 8 30 (pp. 101-102) o 
TANNERY-MoLK [12], I, ni 148-150, pp. 243-246. 
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zione di prim'ordine S può scomporsi in un prodotto di 
potenze delle due speciali trasformazioni 


Ò = (db= 


Arr d'=0+' lo'=-0. 


In altre parole, tenuto conto che 2*, cioè il risultato dell’applica- 
zione della sostituzione B due volte di seguito, è manifestamente 
la sostituzione identica ®=%w, 0'=' ('); si dimostra che è 
possibile trovare degli interi 7, x, p,.... t tali che sussista l’egua- 
glianza simbolica: 


S= A" + B. A". B. AP. B...- A' 


il cui significato è manifesto (*). Potremo dunque limitarei a stu- 
diare l’effetto delle « sostituzioni generatrici» A e B sulle fun- 
zioni jacobiane. 

All’uopo osserviamo anzitutto che, in virtù della definizione 
stessa delle quantità 7 ed x’ (form. (62) del Cap. I), si ha: 


(per la sost. 4) 7="  7={0+0)-n+7; 
(per la sost. B) n=, =; 


dunque le quantità n ed y' per effetto delle sostituzioni A e B 
(e quindi anche per effetto di qualsiasi altra sostituzione di 
prim'ordine sui periodi) si trasformano con le stesse for- 
mule con cui si trasformano w e @'. 


(') Veramente eseguendo il calcolo si trova la sostituzione @=—®, 
d'=-0', ma questa non differisce dall’identità perchè, per una nota con- 
venzione, due sostituzioni differenti solo pel segno dei coefficienti: 


o=10 + L0' E d=- co fa' 


0'=70 + d0' 0'=— 70 — do' 


non si considerano distinte. _ 

(3) Notiamo, benchè la cosa qui abbia poco interesse, che scrivendo per 
esempio ST noi intenderemo che venga eseguita prima la sostituzione Se 
poi la 7. (Altri Autori adottano invece la convenzione contraria). 
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In secondo luogo osserviamo che, in virtù delle formule e = f?.%wa 
(a=1,2,3), si ha 


(9A) use, = 03, è3=€2, 
(9B) = e3, è 03; e=t, (*) 


e che inoltre, tenuto anche conto di quanto più sopra si è osser- 
vato relativamente ad 7 ed 7’, sussistono le formule: 


(9A) GU=0IU, OsU=030, G3U= 03%; 
(9 B) GiU= 03%, dsU= 034, cu=0U. 


Pertanto Ze sostituzioni A e B (e quindi anche tutte le altre 
sostituzioni di prim'ordine) non fanno altro che permutare 
fra loro, e nello stesso modo, ei, e2, es e c1u, cru, 03. Pro- 
priamente la sostituzione A scambia fra loro gli indici 2 e 8, 
e la sostituzione B gli indici 1 e 3. 

Ciò premesso, onde preparare tutti gli elementi necessari per 
lo studio delle trasformazioni di prim'ordine sulle funzioni sn, cn 
e dn, esaminiamo l’effetto delle sostituzioni A e B sui tre radicali 


Ve,—es, Vere, Ver es, 


servendoci, onde evitare incertezze di segno, delle formule (11) del 
Cap. III che ti collegano alle funzioni sigma. Si trovano così, con 
calcoli facili, le formule: 


Ver es=le=@2, 


(10.4) Veses=i Vee, 


Vemes=He, _€3 


Veres=—i Ve—e3, 


(108) Ves—es=> ile, 


Vena=-ilaze 


(*) D’ora innanzi ci serviremo sistematicamente della convenzione, già pre- 
cedentemente tacitamente introdotta, di contradistinguere gli elementi trasfor- 
mati col sovrapporre un punto al relativo simbolo. Seriveremo cioè DA di) ® 
ece. per denotare ciò che diventano rispettivamente e,, 0,, @, ece. quando 
si opera la trasformazione di periodi che nel momento si considera. Inoltre, 
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da cui, ricordando le (26) del Capitolo precedente, seguono subito 
le altre: 
Kt $ 1 


(114) k-5, k=5| 


(118) |e-#, #-k ; 


Similmente, appoggiandosi sulle (19) del Cap. III, si trova che: 


(114) [K=#, K'=k'(K'—iK) | 
(118) | k=k, kK-K|. 


Possiamo ora passare alle funzioni sn, en e dn vere e proprie e, 
all'uopo, cominciamo con l’operare con A su ambo i membri della (12) 
del Cap. III che riconduce la funzione sn, alle sigma; avremo così, 
tenendo conto della prima delle (11.4) nonchè delle (9’A4), che: 


A dl ék = ou 
sn |fes_-es%, #)= ei E2 os 


cioè: 


fee da lana mat 
sn( scalone 7) ea Ver da 304 ag” 
Ma [Cap. III, form. (26) e (12”)] è: 
pe" Ù age Ps È 
Veg Foriadità Ve =e u, k); 


dunque, posto come già dianzi 


Ve, — e u=v, 


avremo la formula: 


sr (0, 4) 
dn (v, k) |* 


(124) 


sn (o, FK 


per maggior chiarezza, quando una formula si riferirà ad una trasforma- 
zione di periodi che sia stata precedentemente indicata con una lettera, per 
esempio A, faremo seguire questa lettera al numero della formula, scrivendo 
cioè, per esempio, (94), (10.4) ecc. invece che (9), (10),.... solamente. 
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cui, con calcoli perfettamente analoghi, si associano le altre due: 


n, E) _ en, 
Li (ke 7) ia 


___1 
Cdn(,5) 


1 
dan (7, k) 
dn (0,4) 
cn (7, 4) 
en (v,k) 
1 
cen (v, k) 
en (v, k) 
dn (7, k) 


(124) 


an (10, ©) 


Con non minore facilità, operando invece con la sostituzione 2, “e ® 
si trovano le formule: Sis | 
318 ti 
A N_ . sn {v, k) 
sn(—év, k')= (0,4 pas 
= 
n 2| A > E ee 
(125) en(—év,k')= ab -® s|S sl È SIE SE 
- n PI VIA = 8] “18 s 218 85 
E = s 
nu b)= ch Li ES 


le quali, tenuto conto che se Z' si cambia in %, £ si cambia in #4, 
sostanzialmente coincidono con le (38) del Cap. III 

Tutte le altre formule su trasformazioni lineari delle funzioni 
sn, en, dn che si trovano in diversi libri, si riconducono facilmente 
alle (124-B). Ai fini pratici meritano tuttavia di essere esplicita- 
mente notate quelle relative alle seguenti tre altre sostituzioni: 


C=ABA, D=BC  E=CB, 


che, assieme con le (12.A4-2B), trovansi raccolte nel seguente specchietto 
che fornisce i valori in funzione di sn (v, 4), cn (v, 4) e dn (0,4) 
delle funzioni sh, cu e dn il cui argomento è e il cui modulo k 
sono dati dalla seconda e terza colonna. Nella prima colonna è 
inoltre indicato, sotto la lettera della sostituzione, come questa 
permuta gli indici 1, 2, 3 di e., e», e3 € 01, 02, 03. Sono pure 
indicati i valori di k, epperò anche — implicitamente — quelli 
di K, bastando all'uopo leggere (in un’altra delle righe della ta- 


bella) il valore di K corrispondente a quel valore di È che, nel caso Di hi 
che si considera, figura come valore di £'. E z FIR 2 
Gi 8 1 8 
5 j I DI 
g *8-8 ‘8-8 
bi “I I3| 1 
si q_S RO 
a DI e 
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Da quanto precede risulta fra l’altro che le tre funzioni sn, en, dn 
nonchè le 0., 02, 03 e le quantità e., e», €; %, #', possono (non 
debbono !) alterarsi per una sostituzione di prim'ordine sui periodi, 
in quanto questa può sostituire alle tre quantità @,, Wo, 03, Quan- 
tità non ad esse equivalenti a meno di multipli dei periodi, come 
in particolare succede nel caso delle 5 sostituzioni 4, B, C, Ded E 
più sopra considerate. 

Da questa semplice osservazione discende la conseguenza impor- 
tante che la condizione necessaria e sufficiente affinchè una certa 
sostituzione di prim'ordine S non alteri gli elementi surrieordati, 
in particolare le funzioni sn, cn, dn e il modulo £, è che essa lasci 
« sostanzialmente inalterate» le @,, ©, ©03, cioè che sussistano le 
uguaglianze: 

| d=W+2,0+ 22,0 
dr=09+2m30+2n50" 
( 03=03+ 2730 +23 0" 


dove 724, 21)... #3 denotano dei numeri interi. Ma affinchè ciò sia, 
essendo ©w,=@:+ ©, è manifestamente necessario e sufficiente che 
si abbia 


®=00,+f03=0 +20 +20 = (1+2m.)@0, + 2,03 
da =701+d03=03 +20 + 2r30' =2m301 + (1 +23) 01 


cioè 
a=1+2m,, f=2n,, 
| p=2m, d=1+2%3; 


dunque, facendo uso della comoda notazione delle congruenze (*), 
la condizione affinchè le funzioni sn, en, dn ece. restino invariate, 
è che si abbia 


a=1, B=0, y=0, ò=1, (mod.2), 


(!) Notoriamente, nel campo dei numeri interi, si dice che m è congruo 
ad n secondo il modulo p, e si scrive 


m=n, (mod.p), 


se m ed n divisi per p dànno lo stesso resto, cioè se la loro differenza è un 
multiplo di p. 
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ciò che noi, più concisamente, indicheremo scrivendo: 


(13) C5=( 1) (oa 2) 


ed enuncieremo dicendo che /a sostituzione S dev essere congrua 
all'identità, modulo 2. Si ha cioè che: 

Le funzioni sn, cn, dn di Jacobi restano invariate per 
tutte e sole le sostituzioni lineari dei periodi congrue alla 
sostituzione identica secondo il modulo 2. 

Un'altra importante conseguenza delle precedenti considerazioni 
è che le formule contenute nell'ultimo specchietto esauriscono tutti 
è casì di trasformazioni di prim'ordine delle funzioni di 
Jacobi. 

Infatti una qualsiasi sostituzione di prim'ordine S sui periodi, 
non può che permutare fra loro e,, €», €3 € 01, 02, 03, mandando 
i loro indici in una delle altre 5 possibili permutazioni dei nu- 
meri 1, 2, 3, e cioè: 


1, 3,2; 3,2,1; 21,8; 2,8,1; 3,1,2; 


ma questo è quello stesso che fanno le sostituzioni 4, B, C D 
ed E rispettivamente; dunque S trasforma sn, en, dn ece. tal 
quale come A, B, €, D od E rispettivamente (!). 

Osserviamo inoltre che, come risulta dalla terza colonna della 
tabella a pag. 168, i soli possibili valori del quadrato %® del 
modulo associati ad una coppia (2@, 2w') di periodi e a tutte quelle 
ad essa equivalenti nel senso del $ 2 del Cap. I, sono i sei seguenti: 


Lod 1 1 kR-1 
k?, E_1° 1-7, Peri 1-? RR 


e coincidono pertanto coi 6 possibili valori del birapporto di 
quattro numeri considerati in tutti gli ordini possibili. Ciò è in 
immediata connessione col fatto, posto in luce nel $ 3 del Cap. II, 
che %° si può identificare col birapporto (a., a3, a3, a,) delle radici 
della forma biquadratica fondamentale. 


(*) E propriamente come quella che permuta gli indici di €41 €3, €3 nello 
stesso modo di S. 
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Occupiamoci infine delle trasformazioni di prim'ordine delle 
funzioni F(g,%) ed E(9,%) di LEGENDRE. 

Per la funzione Y la cosa è quasi immediata, e precisamente, 
avvalendosi della (32’) del Cap. III e della prima delle (104), si 
trova subito che, nel caso della sostituzione A, si ha 


è. croda je, lr 
P-F(04, 5)-Vomau = Ve—esu=kv 
at 


cioè 


(144) | F(04, p)-HF 0 D) | 


avendo indicato con @4 ciò che diventa l’amplitudine 9 mediante 
la sostituzione A, ossia — tenuto conto delle (12-12'4) — un op- 
portuno (') angolo tale da aversi: 

sn (v, k) , sing 

dn (0, k) Vi—W sinì ® 


Lt . de 
sin ga=sn (a, pH 


(154) Sei + dk) en (o, k) — cos g 
cos dan (È, 5)= în © Vi=Psing 

donde segue 

(15° 4) tg pu=k' tg 9. 


Analogamente, nel caso della sostituzione 2, si trova che 


(148) [FG )-_i A |, 


con 
(155) sin gg=—itg 9, cos pe=Sec gp. 


(4) Si ricordi (cfr. p. 122) che delle uguaglianze fra funzioni polidrome, 
quali sono Fed £, o vanno intese quali uguaglianze a meno di multipli dei 
periodi; oppure, qualora ci si riferisca a determinati rami delle funzioni 
considerate, non possono valere se non sul piano complesso opportunamente 
tagliato, onde evitare che detti rami possano permutarsi fra loro. 

Nel caso attuale occorre dunque, affinchè la (144) valga proprio sotto la 
forma in cui è stata scritta, che, analogamente a quanto si osservò a p. 122, 
l’angolo g, sia scelto in un opportuno quadrante. Altrimenti dovrebbe aggiun- 
gersi, al secondo membro, un multiplo indeterminato dei periodi di F, che 
sono 4K e 2iK' sulla riemanniana e 2k, UR' sul piano complesso ordi- 
nario. (Cfr. TAnnERY-MoLK [12], t. 3°, p. 251). 

Analoga osservazione per le formule che seguono. 
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Un po’ meno semplice è invece la deduzione delle formule di 
trasformazione della E(g,%); propriamente, partendo dalla (32) 
dei Cap. III, nel caso della sostituzione A si ha: 


Pliu i) lint tut) i] 


1 
raza lat+ tuto +0) —n-n] 


donde, tenuto fra l’altro conto della (68) del Cap. I e delle (6) 
e (16’) del Cap. III, segue successivamente: 


BI N_y 41 L'U+a) 
E(d4, 5) Vea leu+t(u+o) T+3 Pers] 


1 [20 k)- VE+o)=% IPetarnal 


# Vere VP (u+o)=e 
_1 _ dn 0-+iK') 
ni [E D)- eta cas) si 
nt 
1 suv 1 # snvenv 
Te [FD n a |a Hora 
T° kenvksnv 


# sing cosg 


ik 1 
asa MLA ETTI 


In modo perfettamente analogo si trova l’altra formula: 


(162) | Elda, #)-i[Z(e,k)-—Fo,6)-VI=7 sint 9 tg 9] | 


e quelle relative alle sostituzioni C, D ed E che, dal punto di vista 
pratico, è molto comodo aver pure sott'occhio. I risultati cui così 
si perviene sono condensati nel seguente quadro che non richiede 
particolari delucidazioni e che, a quanto ci risulta, compare per la 
prima volta in questo libro. 
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nevi Ss 
a i 
2» ? | 
== 8 5 2 
NES (SI fd sjpa 
Si E z ki Gallo) 
8 @ CA e CS £|l 
SI I è I = la 
= £ÎI 5 È ni * 
S| DI i i 
w| 0% e ® - F 
n ai & SI 
= > & & È 
© È SI È S 
& | LA ® I 
ù ® ESTE I ® 
là & Si è 
di S £ ui 
s IS ‘O 
° Ta 
ra ® € ® & ® 
mi è È È È È 
È E E È È S 
DI x 7 s di N 
& ES & > 
NS] i È È 
x a Gi > “aa 5 > s 
3 | sf 18 bi n Win 
I I 
S Ss tl [ia 
> 
la > 
(I 
. Sie > a > bali 
si Cali ® & 3 ci 
Ei @|| des EA ® al 
È H i 
a | [LL 
® tai 
end Si ® mi el ne iS 
ai - _ -_ _- 
È a Do A a & 
Ei <a UCI Ds Ae Mm o 
E; î E Di DI Do 
sE 


core 
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$ 8. - Trasformazioni di prim'ordine delle funzioni theta. 


Per potere ora studiare le trasformazioni di prim’ordine delle 
funzioni theta, osserviamo anzitutto che quando si opera una qual- 
siasi sostituzione (anche non di prim'ordine) del tipo (1) sui periodi, 
il rapporto 1=w'/w fra questi, si trasforma com’è indicato dalla 
(24) del Cap. I, e cioè secondo la formula 


i_ +9 
— a+ 


donde, nel caso della sostituzione generatrice 4, immediatamente 
si deduce che 


74)  ini+y dello 


Conseguentemente, per le fondamentali formule (51) del Capitolo 
precedente (p. 180), nel caso 4 avremo: 


in in 


do e'8,, 


d,— 049, dd, dd 


o, più esplicitamente, 


(184) d(v|1+9=e8.(0|1), 
9(0|1+7)=9(v 27 


ds(v|1 Lasedali ll. 
I(v11+1)=9 (|) 


Meno immediata è invece la determinazione dell'effetto della sosti- 
tuzione B nelle funzioni theta perchè, risultando ora 


1 n “ 


(TB) | ini, defi, 


gaeta, 


il che implica la seguente relazione trascendente fra g e d: 


(175) | logg-log d=a? |, 


non è facile scorgere direttamente come si modificano le serie (51). 
Per girare la difficoltà avvaliamoci della prima delle formule (56) 
del Capitolo precedente per ricondurre la funzione %, alla 0, e altresì 
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della (88) del medesimo Capitolo per trarne il valore di 9'(0); 
serviamoci cioè della formula: 


nu 


19) slalom (d-g-27) 


ed operiamo su di essa con la 2. Ricordando che la ou e 4 non 
si alterano con tale sostituzione mentre © si cambia in w=7@ 
e v in v/r, avremo senz'altro che: 


(195) vc AZ: 
donde segue 
(|a 01, 


avendo indicata con es una radice ottava dell'unità, la cui introdu- 


8_ 
zione proveniente dal fatto che le determinazioni di 4 nelle (19) 
e (192) non sono necessariamente le stesse. Ma, tenendo presente 
la (65) del Cap. I, si ha 


èin n\ ao -— n) in inv. 
2\0 2) 200' 400° t' 
dunque sarà ancora 

' inv 


o(|-I-are 0]. 


Non resta ora che a determinare eg, pel che conviene dividere 
la formula precedente per #,(v|1) e far poi tendere v a zero; avremo 
così, servendoci della regola dell’ Hospital pel calcolo del limite del 
primo membro, la formula 


1 
d'(0|-- 
Ro, 
i 9/09 nafr 
donde, facendo r=? segue subito 


1 


824 


ili 
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In definitiva sussiste dunque la formula 


(208) EC 


dove pel radicale a secondo membro è da scegliere la determina- 
zione che si riduce a +1 per 1=i. 

Quanto alle formule di trasformazione delle altre tre funzioni 
theta, esse potrebbero ricavarsi con un procedimento analogo al 
precedente appoggiandosi sulle ultime tre formule (56) del Cap. III 
Si giunge però più rapidamente allo scopo servendosi invece del 
quadro a pag. 127 per ricondurre le funzioni da, 9 e d, alla d,, 
e precisamente mediante le formule: 


I.(9)=9, (0+5). 
9s(0)=a* 29.(1+3+3), 
d)=19t 20, (+ 3) 


Si trovano così, con facili calcoli, le formule: 


(20’8) 


Le formule trovate, e particolarmente le (20-20’2) presentano, 
oltre ad un interesse teorico che non ha bisogno di illustrazioni, 
anche un notevolissimo interesse pratico in rapporto ai caleoli 
numerici sulle funzioni theta e conseguentemente, su tutte le altre 
funzioni ellittiche. Propriamente sono queste, le (20-20'2), le formule 
cui si alludeva nel $ 5 del Cap. HI (p. 140), mediante cui il 
caso |g|>e-* può essere ricondotto al caso la|<es. 

Infatti, essendo, in forza della (172): 


(—log |g})(—log |d|)==8, 
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se è —log |g|<, cioè |g|>e-; si ha necessariamente che 
—log |d]>x, cioè che |g|<e-7. 
Le (20'8) per v=0 forniscono in particolare le formule: 


9. (01-1)=|f a], 
(15) 9, (0)- 1|Ea0a, 
» (00-3)- Ed, 


di cui è specialmente notevole la seconda che, seritta sotto la forma: 


dan? 


+0 - 40 _ 
(15) Dem] De 


n= 0 n=-—00 


assume l'aspetto di un elegante teorema sulle serie, la cui dimo- 
strazione diretta sarebbe tutt'altro che facile. 

Notiamo pure che, facendo la (17’2) corrispondere a valori reali 
di g tendenti ad 1 dalla sinistra, valori reali di d tendenti a +0 
e quindi valori di 3:(0) e 4,(0) vicinissimi ad 1, dalle prime due 
delle (20'B) possono trarsi le interessanti formule: 


(22) VORTIONIAS => (9-1-0) (1). 


Quanto a #,(0), essa tende invece a zero per g—-1, e così 
pure (0) per l'identità di JACOBI. 


(4) Con la scrittura 
fa) wp), (cx) 


che si legge: « /(x) asintoticamente uguale a (x), per x tendente ad x5>, 
suol denotarsi il fatto che le due funzioni sono tali da aversi 


lim Lek _ 


=1 
2 P(2) u 


epperò assumono valori molto vieini fra loro nelle prossimità del punto xy. 


F. TRICOMI: Funzioni ellittiche. 12 


i 
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$ 4. - Cenno sulle funzioni modulari. 


Le funzioni ellittiche, oltre che condurre alla considerazione delle 
funzioni doppiamente periodiche, che praticamente s’identificano con 
esse, hanno anche condotto ad una delle più importanti estensioni 
del concetto stesso di doppia periodicità, e propriamente alla consi- 
derazione delle cosidette funzioni modulari e, più generalmente, 
automorfe. 

Queste nuove, importanti funzioni, di cui noi non possiamo dar 
qui che una vaga idea (*), trovano la loro origine nello studio della 
dipendenza delle funzioni ellittiche o di quantità ad esse connesse 
(per esempio g», 93, £°, ecc.) dai periodi 20 e 20', 0, più esatta- 
mente, dal rapporto r=@'/w di questi. Esse sono caratterizzate dalla 
proprietà fondamentale di assumere lo stesso valore, non più in tutti 
i punti z deducibili da uno stesso punto 2, mediante due certe 
traslazioni di ampiezze 2w e 2w', cioè in tutti i punti: 


(23) z=y+%, con y=2mw+2no', 


dove m ed n denotano due interi; bensì, più generalmente, in tutti 
i punti 2 deducibili da 2, mediante le sostituzioni lineari: 
z= v+ do 
a+ Pz 
di un certo gruppo infinito (?), per esempio mediante le sostitu- 
zioni (1) del $ 1, che com'è facile dimostrare, formano gruppo. Tali 
funzioni vengono dette in generale automorfe e, nell'ultimo caso, 
più propiamente, fuzzioni modulari. 
Un fondamentale esempio di funzioni di questa natura è fornito 
dal cosiddetto invariante assoluto delle funzioni di WEIERSTRASS, 
cioè dalla quantità : 


3 
£ 92 
(24) Jo P-_P__, 


(4) Per maggiori ragguagli vedi BrANCHI {2}, FRICKE [6]. 

(®) Un insieme di operazioni tali che abbia senso parlare di prodotto 
di due sue operazioni (cioè di risultato dell’applicazione prima dell’una poi 
dell’altra) nonchè di inversa di un’operazione, dicesi costituire un gruppo, 
se tali prodotti e tali inverse sono ancora operazioni dell'insieme. 
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che, essendo gs e g3 funzioni omogenee rispettivamente di grado —4 
e —6 (cfr. Cap. I, $ 5) di © e ', risulta ovviamente una funzione 
omogenea di grado zero di dette variabili, cioè dipende soltanto dal 
loro rapporto t=w'/w. Ciò è, del resto, confermato anche dalle for- 
mule (88) e (89) del Cap. III dalle quali può agevolmente dedursi 
l'elegante formula: 
1 [92(0) + 950) + #(0)]* 
sù MST) 


che mostra per di più come questo J=J(7) sia una funzione 
analitica regolare di 7 in tutto il piano complesso eseluso l’asse 
reale ('). 

Infatti, osservato preliminarmente come, per ottenere il valore 
di Y corrispondente ad un determinato valore 7, di 7, basti ser- 
virsi della (24) dopo aver calcolati (per mezzo delle (38) del Cap. I) 
i valori di gs e g: corrispondenti ad una qualsiasi coppia di 
semiperiodi il cui rapporto sia ro (per esempio @=1, w'=to); 
è quasi di per sè evidente che se due valori 7° e 7, di 7 sono 
tali da aversi 


+ d è A 
(26) utt, (@f,n8 interi, aò—By=1), 
potendosi allora associare ad essi le due coppie di semiperiodi 
equivalenti : 
{mel ® =a+fty 
Ì w'=T d'=p+d%, 


nei due casi si avranno gli stessi valori per 9g» e 93, e quindi 
a fortiori per J. 


(4) Veramente, stante la convenzione fondamentale del $ 2 del Cap. I, la 
funzione J(1) risulterebbe definita nel solo semipiano (1) > 0; noi possiamo 
però immediatamente prolungarla per ré/lessione in tutto il piano complesso 
(asse reale escluso), convenendo che sia 


JE)=I0). 


Comunque, nel seguito, ci limiteremo sempre a considerare solo punti del 
semipiano f(x) >0, il che sarà possibile pel fatto che le sostituzioni (1), in 
virtù della condizione ad —fy=+1, non conducono mai fuori di detto 


semipiano. 
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Reciprocamente, se 7, e 1, sono due valori di 7 tali da aversi 
I(o)=I1), cioè, con ovvie notazioni: 


981, to) n GA, 11) 
921, to) — 27951, 1) gii, 1) — 27951, 1)" 


detto 4 un conveniente fattore di proporzionalità, si avrà: 


93(1, 10) =Ag(1, 1), 9i(1, tv) =Agî(1, 1) 


od anche: 


91, to) =1°92(1, 11), 9s(1, )=49s(1, 71), 
avendo indicata con 4 una conveniente determinazione di Va. 


Per l’omogeneità delle funzioni g:(0, w') e 9s(0, w') ne segue 
che, sostituendo ai semiperiodi 1, 1, i semiperiodi 1/1 e va i 
muovi valori di gs e gs che così si ottengono verranno esattamente 
uguali a g2(1,7:) e g:(1, 71), epperò le due funzioni ellittiche 


6(U|u', vu) e (u|1, 7) 


coincidono necessariamente fra loro. Ma se le funzioni {? costruite 
in base a due diverse coppie di semiperiodi coineidono, le due coppie 
di semiperiodi devono essere equivalenti (Cap. I, $ 5), dunque do- 
vranno esistere quattro interi a, f, y e ò soddisfacenti alla condi- 
zione aò—fy=1, tali da aversi 


1=0u + fp 
| u=pu'+ dv, 
epperò anche 
nel, 
a+fr 
Resta così dimostrato che Za condizione necessaria e suffi- 
ciente affinchè risulti I(m)=J(1) è che valga la (26), e se ne 
deduce la conseguenza importantissima che, se riusciremo a deter- 
minare un dominio I° del semipiano f(7) >0 (che verrà detto anche 
qui «campo fondamentale ») godente, rispetto alle sostituzioni (26) 
del gruppo modulare, di proprietà analoghe a quelle di un paral- 
lelogramma dei periodi rispetto alle sostituzioni (28), cioè tale che 
due suoi punti (eccezion fatta del contorno) non siano mai omo- 


"sd 
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loghi rispetto alla (26), mentr’invece ogni punto P, del semi- 
piano f(x) >0 esterno a /' trovi in questo un suo omologo P.; 
allora Za funzione J(1) assumerà in T, una ed una sola volta (!), 
tutti i valori di cui è suscettibile, epperò il suo studio potrà 
essere limitato all’interno di questo campo. 

La determinazione del campo fondamentale (o, meglio, di ur 
campo fondamentale) I" del gruppo modulare, benchè problema, in 
fondo, di carattere elementare, non è molto agevole. All’uopo è, 
come anche in altri casi, utile procedere anzitutto ad un amplia- 


bei 
ET 
i î Sa 
1 EI 
«I 3 + 0 *7 i 3 
Fig. 33. 


mento del gruppo stesso aggiungendo ad esso le ri/lessioni 
rispetto all’asse immaginario, cioè le sostituzioni 


@7) u=-% 


dove 7, denota, come di consueto, il coniugato di 7,. Si trova così, 
con considerazioni su cui non possiamo soffermarci (*), che si può 
assumere come campo fondamentale I del gruppo ampliato, la 
parte della striscia 
1 
OsSRAS; 

(4) Come si vede il comportamento della funzione modulare J({7) è, da 
un certo punto di vista, più semplice di quello delle funzioni ellittiche che, 
come ben sappiamo, assumono, in ogni parallelogramma dei periodi, ciascun 


valore almeno due volte. 
(®) Vedi, per esempio BrAncHI [2], Cap. II, $ 19, p. 62 e seg. 
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soprastante al cerchio |y|=1. Tale campo e tutti i suoi omologhi 
nelle trasformazioni del gruppo modulare ampliato (26)-(27), rico- 
prono una ed una sola volta tutto il semipiano complesso f(7)>0 
come ne dà un'idea la fig. 88, in cui, per maggiore perspicuità, 
le aree in discorso sono alternativamente tratteggiate e non (1). 
La figura è incompleta nelle vicinanze dell'asse reale, nell'intorno 
dei cui punti, tutti singolari per le trasformazioni di cui ci occu- 
piamo e per la funzione (7), si addensano infiniti campi elemen- 


Fig. 34. 


tari via via più piccoli (« da wohnen die Dimonen », come 
disse il GORDAN). 

Per avere il campo fondamentale /" del primitivo gruppo e i 
suoi omologhi, non vi è ora che da associare opportunamente due 
a due i campi precedenti. Si ottiene così la « rete modulare » 
rappresentata nella fig. 84 che costituisce, nel caso della fun- 
zione J(1), l'analogo della rete dei parallelogrammi dei periodi 
(efr., per esempio, la fig. 2) nel caso delle funzioni doppiamente 
periodiche. 


(4) La figura è composta, oltre che dalle semirette RO=5, da tutti e 
soli i semicerchi di raggio a (n=0, +1, +-2,....) coi centri nei punti razio- 


nali z dell'asse reale, tali che sia m°=1 (mod. n). 
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Osserviamo finalmente che le denominazioni : funzioni n 
lari, gruppo modulare, ecc. trovano la loro origine nel fatto che, 
storicamente, il capostipite delle funzioni della. categoria in esame, 
è stato il quadrato %° del modulo delle funzioni di JAGORI pen- 
sato come funzione di 7. Tale funzione si riconduce però agevol- 
mente alla (7) più sopra considerata, sussistendo fra le due la 


relazione algebrica: 
4 (1-2 +) 
(28) 27 MIR 


Infatti, dalle note formule: 


ta 14 AT 
k neri k 1-% =) 
segue subito che 
(e) — 03)? — (e, — e3)(e, — 02) 
2712 s 
1 (er e) 
ei + e5 + di — ata — Cota — 0304 __3 __92 3; 
(ei — 03)? 4 (ei — 03)° 
ma, d’altra parte, è 
RI 6 
È È gel(emeà 
9 9 Lo 
J= È 


4° 16(e, — e9)°(e, — 03)°(e° — 4)° mn (a a) (= 
ei 03) \e1_ €3 


dunque risulta 
4 1° 
È (1 — 9] 4 (1- RE) 
I= Gn 2 Ri 


che è la (28). ; e 
La (28), ch'è un’equazione di 6° grado in k?, può ciò non 


ostante risolversi per radicali rispetto a tale quantità, essendo tale 
che, se X2 è una sua radice, le altre 5 sono necessariamente : 
r du 
1 1 LA 
5 ’ 
1-4 B'  B-1 


1-5 


) 
com'è agevole verificare direttamente o dedurre, senz’alcun calcolo, 
dalle considerazioni in fine del paragrafo precedente. 
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$ 5. - Trasformazioni di second’ ordine 
delle funzioni di Weierstrass. 


Passando a dire qualcosa sulle trasformazioni d’ ordine supe- 
riore e, in particolare, su quelle di second’ ordine delle funzioni ellit- 
tiche, osserviamo anzitutto che le trasformazioni di un certo or- 
dine x>1, a differenza di quelle del prim'ordine, non costituiscono 
gruppo. 

Invero, convenuto d’indicare brevemente col simbolo 


(; ) 
È) 
la sostituzione 


w=ab+Bo' 
‘= potdo (*). 


dalla relazione, subito verificata, 


(29) Ci 5) z (È 2) a (e +nifs Bran + n, 

n è o da Uta + 7109 B,73 +d,ds 
segue senz'altro che il determinante della sostituzione prodotto è 
uguale al prodotto dei determinanti delle sostituzioni fattori, epperò 
îl prodotto di due sostituzioni di ordini n; ed n, è una 
sostituzione d'ordine nin». 

D'altro lato, l’ultima proposizione mostra che il prodotto di una 
sostituzione d’ordine n per una di prim'ordine è ancora una sosti- 
tuzione d’ordine x, epperò, date due diverse sostituzioni S e T di 
un medesimo ordine n, può accadere che esse non differiseano che 
per «fattori di primo ordine »>, ossia che valga un’eguaglianza 
simbolica della forma 


(30) T=-H-$-K, 


(4) La ragione per cui giova qui supporre che la sostituzione, così com’ è 
scritta, operi sui semiperiodi (0, 0°) invece che sui semiperiodi (0, 0’) come 
precedentemente, è che altrimenti (si efr. il 8 1) $2(u]0, 0) risulterebbe 
funzione razionale di Pu] 6), mentre è preferibile che, viceversa, la 
seconda risulti funzione razionale della prima. Nel caso delle sostituzioni di 
prim'ordine questa questione non è sorta perchè lì l’inversa di una sosti- 
tuzione di prim'ordine è ancora una sostituzione di prim’ ordine. 


oa e rea E TTTONO 
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dove H7 e X denotano due sostituzioni del prim’ ordine (di cui una 
può eventualmente mancare, cioè ridursi all’identità). 

Se questo succede, considerato che l’effetto di una sostituzione 
di prim'ordine su di una funzione ellittica lo abbiamo già esaurien- 
temente studiato, è chiaro che il problema della trasformazione me- 
diante la sostituzione S non sarà sostanzialmente diverso da quello 

della trasformazione mediante la 7, epperò le due sostituzioni po- 
tranno considerarsi come equivalenti (*). 

Per comprendere l’importanza di quest’ osservazione basta rife- 
rirsi al caso n=2, che è del resto il solo su cui particolarmente 
ci soffermeremo. Invero, si può facilmente dimostrare (?) che tutte 
le sostituzioni del second’ordine sono fra loro equivalenti dal 
punto di vista più sopra indicato, epperò Zo studio delle trasforma- 
zioni di second’ ordine delle funzioni ellittiche può essere limi- 
fato ad una sola, arbitrariamente scelta fra esse, per esempio 
a quella relativa alla sostituzione 

2 0) 
I-(5 il 
Per esempio, lo studio delle trasformazioni di 2° ordine della fun- 
zione f? può essere limitato a quello della sua trasformazione me- 
diante la Z, cioè mediante la sostituzione: 


(1) d=3, d=v. 


Per determinare la relativa formula di trasformazione, osserviamo 
che la funzione trasformata 
t2) (u = 0) 
i 2” 


è una funzione ellittica ammettente gli stessi periodi (20, 2w0') della 
primitiva, ma di ordine 4 rispetto a questi, e propriamente dotata, 


(*) Questo concetto di equivalenza si differenzia da quello adottato da 
altri Autori. Per esempio quello adottato dal BIANCHI [2] è più restrittivo 
e corrisponde a sostituire la (30) con l'eguaglianza T=M-$. 

({£) Per una semplice dimostrazione di questa proposizione (sotto enunciato 

. un po’ diverso) vedi HuRWITZ-COURANT [8], pag. 249. 
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nel parallelogramma fondamentale (0, 21, 20+20', 20°), dei due 
poli doppi 0 ed w=%, con le rispettive caratteristiche: 


1 1 


ul (ut 04)?" 


Ne segue, pel teorema fondamentale sulla rappresentazione di una 
funzione ellittica mediante Ja $ e la È (Cap. I, $ 8), che dovrà 
valere la formula: 


se (u|î, è) A+ (|0,0')+(u—-@:|0, 0) 


dove A, denota una costante, il cui valore potrà essere determinato 
osservando che è: 
1 9: 7 
P(u| 0, 0)= a+ PW + 


ICAO) 


P(u—-@,| 0, w)=e + Lei) UP 


19) ,) 1 da 2 
6 (u|$,0)- +; +.) 
dev’ essere dunque 


Ado=—@, 


e si ha così la formula: 


(B1L)(*) 


e(u|$, o) = (| 0, 0)+(u—-@1 | 0, 0)—e, 


Ù 


cui, servendosi delle formule (56) del Cap. I per l'addizione dei 
semiperiodi, può anche darsi la forma: 


@1'L) 


| @ 1) I (e, — e2)(e, — €3) 
P(u (5,0) Po + ema 


La circostanza che nei secondi membri delle formule precedenti 
— riferiamoci, per fissare le idee, alla (31L) — figurino anche degli 
elementi non invarianti per sostituzioni di primo ordine e cioè e, 


(') Manteniamo la convenzione adottata nel $ 3 di far seguire al numero 
di una formula di trasformazione la lettera con cui è stata denotata la sosti- 
tuzione cui essa si riferisce. 
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ed @,, è degna di particolare attenzione perchè ci pone in guardia 
contro un’erronea conseguenza che, a prima vista, parrebbe potersi 
dedurre dal fatto che tutte le sostituzioni di second’ordine sono equi- 
valenti fra loro, e cioè che esista un’unica trasformata di secon- 
d’ordine di una determinata funzione f9u. Tali trasformate sono 


invece tre. 
Infatti, se una certa sostituzione di 2° ordine S è legata alla L 


dall’ eguaglianza simbolica 

S=-H-.L-K, 
dove H e X hanno lo stesso significato di più sopra, essa opererà 
sulla f9u secondo la (31) soltanto se la sostituzione di prim’or- 


dine X lascia fermo w, e, di conseguenza, anche e,. Se invece 
muta ©, in ©; o in ©s le formule di trasformazioni saranno 


rispettivamente : 


(816) | (uo, LU], 0)+P(u—- 03], w)-e3 


(812) 


e (uo, ei. puo, W')+fe(u—- ws @, w)_ er 


dove le lettere G ed I stanno a ricordare che due tipiche sostituzioni 
di second’ordine per cui si verificano le indicate circostanze, sono le 


10 1 0) 
6-0 2) (i 2): 
‘ x ri +0 
che, mentre lasciano ferma ©, cambiano @' in 3° 73 


seguenti: 


rispet- 
tivamente. 

Per questo motivo la maggior parte degli Autori, per esempio 
il BIANCHI, considerano come « distinte » le tre sostituzioni L, G, Z 
che altri designano anzi col nome di « sostituzioni elementari » 
del 2° ordine (!). Stà però il fatto che, d'accordo col teorema indi- 


(!) La ragione dei simboli Z, G ed Z da noi adottati per queste sosti- 
tuzioni sta in ciò, che le trasformazioni connesse colle due prime sono sostan- 
zialmente identiche rispettiv. ad una celebre trasformazione d’ integrali detta di 
LANDEN e ad una trasformazione che parecchi Autori chiamano di Gauss, 
mentre quella connessa con l’ultima è da taluni detta trasformazione irra- 


zionale. 
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cato in principio di questo paragrafo, G ed 7 possono essere ricon- 
dotte ad Z mediante le equazioni simboliche 
1-1) /2 0 /1 1 = 

3 @=(_1 ala af 2)» I=(_i ;) . la da? s) 
ch’ è ben facile verificare eseguendo i prodotti con l’ ausilio della (29). 
Pertanto, come s’è già detto, ogni funzione ellittica ha, în s0- 
stanza, una sola formula di trasformazione di second’ordine. 

Le formule (31), per esempio (81L), hanno grande importanza 
anche dal punto di vista pratico-numerico sovratutto perchè, nel 
caso di 9», 93 reali, permettono di ricondurre il caso în cui il 
discriminante A è negativo a quello in cui A è positivo. 

Invero, basta all'uopo osservare che il passaggio (86) (Cap. I 
$ 10) dai semiperiodi (@, w') ai semiperiodi (@, ©’) (non più pia: 
tivi, ma l’uno reale e l’altro immaginario puro) da noi operato nel 
caso di 4<0, non è altro se non una trasformazione di periodi 
di 2° ordine, e propriamente (coi simboli attuali) la sostituzione: 


1 1)_{ 1 0) /2 0) (1 1) 
Li 1) Li 1) (o ill 1) 
È pertanto ben facile scrivere una formula esprimente razio- 
nalmente la funzione 6@(v{%,@') per mezzo della P(u| 0, 0), la 
quale, avendo un periodo primitivo reale e l’altro immaginario puro, 


sarà necessariamente a discriminante positivo. Propriamente, consi- 
derato che la sostituzione ” 

11 

(1) 


cambia è, in ©», tale formula è, mutatis mutandis, la (317), e cioè 
(33) 2(u]0,0)=p(u|6,0)+@(u-6-0|6,0)-%. 


. Per mezzo delle (31—81’L) possiamo anche facilmente calcolare 
ciò ehe diventano e., e» ed e, mediante la trasformazione Z. Invero, 
detti rispettivamente è,, è, ed è; i valori trasformati, dalla (31L) 
si ha manifestamente: 


|a 


a=2(5/7: 0) (E] met 0(-5]a0)-a-20(5)-a 


: ,\@ , , , 
= (0 15, 0)= (0 |, 0)+P(0+0-20|0,0)-e,= 
=e3+e-e,= —2e, 


(i--u-). 


TTI Te 
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Dato che 0 (e) non lo abbiamo ancora calcolato, osserviamo che 
la (31’L) fornirebbe invece 


(e — e2)(e1 — 63) 
@ ’ 
e (5)-* 


si hanno quindi le due equazioni in è, e {2 (È): 


[a loC)e]e teen 


donde, con facile calcolo, si trae: 


(84) € (fa +e talame 
e 
è=e+2Ve este, = 
(852) I ese —2Ve— ese — 03 
è3=> — 21. 


Le determinazioni dei radicali (cui, al solito, deve attribuirsi il 
significato precisato dalle (11) del Cap. III) sono stati determinate 
riferendosi al caso di e, €», e: reali. 

Passiamo ora a determinare le formule di trasformazione (L) 
delle altre funzioni di WEIERSTRASS e, all’uopo, integriamo anzi- 
tutto rispetto ad v ambo i membri della (81) in cui, per comodità 
di calcolo, u—«, sia stato, com'è lecito, mutato in «+; avremo 
così, detta C una costante opportuna, la formula : 


—t(0|5, o) —tu|0, 0) +0; | 0, 0) —eu+ Cl 


Per determinare C procediamo analogamente a quel che si è fatto 
nel caso della f2, cioè osserviamo che per la seconda delle (49) 
del Cap. I, è: 


2 1-94 I M=1_ Lg 
c(u|5,0)-; sole C(u|w, 0) n 80% 


e che inoltre è 


tu + 0; | 0,0) =L(0) + (0) + = AU 
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deve dunque essere C=7;, e ne segue la formula: 


(862) 


lo è 
c(u|5» w et], d)+ (+ |, w)+eu—n 


Dalla (36Z), ponendo u=%;/2 0 u=@3, segue in particolare che: 
ni=l (È) +8 (20. — “) +ia0 -m= 
(7) \ 1 
=(RHm_s(0) # g falda —Ma=M + 3 104 
3=0(03) +5(01+ 01) +e103— n= 
=N3+MY2+ €103 — =23 +ewz 


avremo dunque, essendo d'altra parte 7)3= + #3, le formule: 


fa=mt leo, 
(B87L) fo=2 + Ma + 321(02+ 0%), 
)a=2n3+ 0,02. 


Per determinare la formula di trasformazione della 0, integriamo 
ancora una volta rispetto ad u; dalle (86L), detta log e' una nuova 
costante da determinarsi, avremo così che 


log o(u 15, o) =log o(u|w, @)+1log o(4+0,|@,@)+ 


1 
+5 esu?— n :u+log e’ 
cioè: 


|w let 
6 (u Î 3 ®) =c'oulo, 0)e(u+ |, dem 


Ma (si cfr. la (74) del Cap. I) è: 


KI Od) GRES CA 5 : I: 

o(u|2, 0)=u ETA culo, 0)=u- in 
, , i dem 

c(u+;|0,0)=00 +00 +... e? =1-mu+.j 


dunque deve essere necessariamente e'=1/cw,, e se ne conclude 
che vale la formula: 


Ient n 
(88) o(u Î 5 è) apr o(u|0, w') Uto, |0, 0) Pelo, ci ) gm 
4 


TRASFORMAZIONI DELLE FUNZIONI ELLITTICHE 191 


che, costituendo gli ultimi fattori del secondo membro la fun- 
zione 010, può anche scriversi: 


ic 
(8) o (u | A o) =" ou] 0, 0a (0, 0) 


Ottenuta così la formula di trasformazione della funzione o, la 
determinazione di quelle relative a 0,, 0» e 0; non è che una que- 
stione di calcoli materiali; propriamente, cambiando « in «+@x 


(a=1,2,8) dalla (38) si ricava facilmente la formula 


895) (u | © ) cl + do + 0, + 0,) geni tedada 
Ca “ni === 


, 3 q 
2 / 00 0 +0) 


che per a=8, avendosi allora @3= 3, fornisce subito: 


(40Z) 0, (1 È o) = culo, (| 0, 01) 


I casi a=1 ed a=2 richiedono invece qualche passaggio di 
più perchè, avendosi allora rispettivamente 


. w O (0) 
©= 51 d=3+0 


®, non è più un semiperiodo della funzione 2 corrispondente 
alle o del secondo membro; occorre precisamente avvalersi della 


formula : | 
(41) o(u+v)o(u — v) (e) IO) te, 


o°u 0°v ou 


immediatamente deducibile dalla (80) del Cap. I e dalla (8) del 
Cap. III (nel caso a=1), con l'ausilio della quale, nonchè della (84), 


si trova che: 


‘ent ICE 
e?°" Tot(u |, w)— Ver — ele — 020% |0, ©)] 


4 


e 


a 
8 
& 

Il 
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$ 6. - Trasformazioni di second’ordine delle funzioni di Jacobi. 


Passiamo ora ad occuparci delle trasformazioni di 2° ordine (L) 
delle funzioni di JACORI e, a tal fine, indaghiamo anzitutto come 
si trasformino i tre radicali 


; 
Ve.—e3, Ves—e, Ve:—e3, 
avvalendoci all'uopo, onde evitare delle incertezze di segno, delle 


precedenti formule di trasformazione delle funzioni o invece che 
delle (35Z). Propriamente, ricordando le (11) e (11°) del Cap. III, 


avremo subito, con ovvie notazioni, la formula: 


Lol 
Den leaz rela 
0103 _ e “(o —Ve— ele, — 6,0%) 
an n 


£ 
00g 3008 
e 003 0,03 


__ 2108 Ve — esle,— Li Ve sn Ve,— es Ve, — 63 do 
003 003/003 REA Ve, = e, 


=ifle-e+/e,— 63) 


cioè: 


Jee= Ve, -es+lea—e, 
od anche, ricordando le (26) del Cap. III, 


(481) Ver=e:=(1+#)Ve,= ei |. 


In modo perfettamente simile si trova che: 


431) | Vee=\eza-laca=(1-#VeZa 


La trasformazione del terzo radicale è invece leggermente di- 
versa; precisamente, avendosi che 


alla (+ racalazan(2)] 


P (e) _ 
Ha Ve= e Ve = e 


"(9/6 
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bisogna far ricorso, per calcolare il quoziente o; (5) / o(), alle 


(12)-(12’) del Cap. III che, unitamente alle (19) del medesimo 
Capitolo e al quadro di p. 121, forniscono: 


© . 

v (2) en (Ve, — e30/2) en (K/2) 

(2) =Ve-es sn (Ve, — 60/2) ma Ve— 2 sn (K/2) Ve es VE ; 
2 


si ha dunque: 


Valea =-Va Te + De 


cioè, moltiplicando e dividendo la frazione per VE, 


(481) Ve=e=2/Ve=e |. 


Dalle formule trovate si traggono varie conseguenze impor- 
tanti e, in primo luogo, le formule di trasformazione (LZ) di % 
e X'. Invero, dalle (26) del Capitolo precedente segue ora imme- 
diatamente che: 


(4AL) 


formule di cui la prima può anche porsi sotto la forma: 
, ; (_RK_\_(1-R 
UD) e-(Fa)-(E) 


Abbiamo ora a disposizione tutto quanto occorre per stabilire 
senza alcuna pena le formule di trasformazione (L) di sn, en e dn; 
propriamente dalle formule precedenti e dalla (12) del Cap. III segue 
subito che 


sn (Ve, — es, k)=sn [a +4)Ve,—esu, pel 


ri # 7, quo _ 
=le, Ai, (1+2)Ve, io 


sn Ve ez) cn dee; e3U) 
dn (le, — 630) 


(1+4)) 


F. TrIcOMI: Funzioni ellittiche. 13 
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cioè, posto Ve— esu=v, si ha che 


sn ((1+2))0, 1 mal. (1+%) sn (v, 4) en (0, 4) 
1+% dn (0,4%) 


(51) 


Similmente si procede nel caso di cn e dn, giungendo alle se- 
guenti formule : 


1-#] 1—(1-+%")sn2(0, %) 

SI) sn [1 +4) xe] da 0,8) 
n DI 1—-(1—4') sn? (v, 4) 

dn [a+ 7 me di (0,5) 


Come sappiamo dalla teoria generale svolta nel paragrafo prece- 
dente, queste formule, unite a quelle delle trasformazioni di primo 
ordine raccolte nel quadro a p. 168, permettono di dominare com- 
pletamente tutte le trasformazioni di second’ordine delle funzioni sn, 
en e dn. Tuttavia, dal punto di vista pratico, è utile aver espli- 
citamente sott'occhio le formule relative alla trasformazione di 
Gauss (G) che si traggono facilmente dalla prima delle equazioni 


simboliche (82); esse sono le seguenti: 


. 2avk jr_i1*% 
(446) k=7F% E=7T71% 
sn (0, k) 
sn (+ i+ 
2Vk] en(0,4) dn (7,4) 
(456) cn [1+ Sri 1+ksn" (0,4) 


215) 1-ksn(0,%) 
dn [1+40, î al- 1Fken (9,4) 


Non riportiamo invece le formule della trasformazione irrazionale (7) 
perchè più complicate (*). È 

È interessante osservare che i due diversi procedimenti usati 
nel $ 8 del Cap. II per ridurre alla forma canonica di LEGENDRE 


()) Vedasi all'uopo, per esempio, JAHNKE-ExDE [20], ultima riga del 
primo quadro di p. 161. 


SISICEZTETE 
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un dato integrale ellittico, possono ricondursi l’uno all’altro me- 
diante una trasformazione di second’ordine dei periodi. 

Invero, nei due casi, come mostrano le (25) e (26) del citato 

paragrafo, si ha si 

FAME Sn Vi 

1+V7 

dove 4 denota il birapporto delle quattro radici della biquadratica 

fondamentale, epperò i due moduli di LEGENDRE sono legati dalla 

relazione 


ki=x3, 


_1-h 


k= TE 


che (salvo un irrilevante scambio fra %, e %:', corrispondente ad 
una sostituzione di prim’ ordine di tipo B sui periodi) può identi- 
ficarsi con la prima delle (44L). 

Pertanto, o si adoperi l’un metodo di riduzione o si adoperi 
l’altro, servendosi delle (45L) si deve giungere alle medesime 
formule finali. 

Passando ora alle formule di trasformazione (L) delle funzioni 
theta, osserviamo in primo luogo che, in virtù delle (43) e (46) del 
Cap. III, nel caso in esame si ha manifestamente 


USL) b=20,  i32% I° dg. 


In secondo luogo osserviamo che, avendo già indagato come si 
trasformano i tre radicali Ye —e3, Ves—e; ed Ve —e», per le (79) 
del Cap. III potremo immediatamente scrivere le formule di trasfor- 
mazione delle funzioni d:(0), (0) e 3,(0); propriamente si trova che: 


(0) L Veza=2 fera -Ve=@)=1[#(0)- #0] 


d0)= ao er t3=2 Vere +Ve:—e2)= 3 (80) +8(0)] 


d:(0) = 20 Vernes= °2 Ve ea =8(0) 


Ed 


90) 
93(0) 


=d3(0)9,(0). 


Moltiplicando fra loro queste tre formule e ricordando l'identità 
di JACOBI, si ha poi 


3ò:0)= 1 9s(0)9(O){9:(0) —84(0)] 
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donde, per la (76) del Cap. III, segue 


, 2 ; 5 1 8Î(0)9,'2(0) 
de= 7 95(0)9:(0)9(0) = 7 #00) = 7 090) 


Si hanno dunque, sotto forma più esplicita, le formule: 


Car ZALI 9,(0|2)9,'(0|7 
#r0]29= E VATI a 
9,012) = 3/01) _#0]) 


9:(0129 = VR0]19+ #01) 


9,(0|2)=/3:(0]99.(019) 


dove i radicali sono ovviamente da prender tutti « co/ segno più », 
cioè in modo tale che, quando g è reale e compreso fra 0 ed 1, 
si riducano a numeri reali positivi. 

Trovate così le formule di trasformazione delle funzioni theta- 
nulle, si passa agevolmente a quelle delle theta per argomento qual- 
siasi, giovandosi delle (56) del Cap. III e delle formule di trasfor- 
mazione delle funzioni sigma stabilite nel paragrafo precedente. 
Precisamente, cominciando dalla #,, si ha 


(471) 


aio de) Ag I pria lO 


ENTO) a 90) ds(0) 


ma, tenendo conto che b=/2 e della prima delle (37L), si con- 
stata subito che i fattori esponenziali nei due membri sono uguali ; 
dunque resta semplicemente; 

sai 200 

do) 3090) ds (0)92(0), 
od anche, trasformando opportunamente il fattor costante con l'ausilio 
della prima e dell'ultima delle (47L) e dell'identità di JACOBI: 


dar _ Od 
HIS" LO | 

Con pari faciltà si trasformano le altre tre funzioni theta, 
ottenendo nel complesso le formule seguenti, in cui, al posto 
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delle thetanulle trasformate possono sostituirsi i valori dati 
dalle (47): 


9, dv 
9,(20|2)= MERI gol 


Sol)—die|) _ #eln—d|n 


482) ds(20 |27) 29:(0/2) 29,(0/27) 
9,227) Be19+9@|) _ Se]9+40]9 
3 ti 29,(0/2») 7 28,(0[27) 
E ULLA 
9(20|29)— PEN 


Queste formule contengono l’essenziale della trasformazione qua- 
dratica delle funzioni theta, e permettono di dominare l’intero campo 
delle svariatissime formule che, combinando le (48) con le formule 
relative alle sostituzioni di prim'ordine e avvalendosi delle numerose 
identità intercedenti fra le theta, possono stabilirsi al riguardo. Per 
esempio, osservando che la sostituzione (di quart’ordine) BLBL 
muta v e 7 rispettivamente in —2v e 7, possono per questa via 
ottenersi le seguenti formule di duplicazione dell'argomento 
delle funzioni 8: 
29,(0)d(M) I (2), (0) 


11(20)= TL 09,09,0 
92) = Td) — CO) 
209710) 
(49) 9,20) Loi + i) 
9$(0)9:(0) 
A, 4, A A, 
d, @ v) se. ci a 27 . 


$ 7. - Considerazioni riassuntive sulle trasformazioni 
delle funzioni ellittiche e, in particolare, su quella di Landen. 
Media aritmetico-geometrica di Gauss. 


Per comprendere tutta l’importanza della teoria della trasforma- 
zione delle funzioni ellittiche, di cui nei paragrafi precedenti abbiamo 
tracciate le linee essenziali, non è inopportuno soffermarsi un istante 
a considerare esplicitamente come essa consenta di risolvere, in gene- 
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rale in modo assai semplice, dei problemi di Analisi che, altrimenti, 
formulati, potrebbero presentare delle anche grandi difficoltà. All’uopo 
si consideri per esempio il teorema sulle serie espresso dalla (21/8) 
del $ 3, che con tanta faciltà abbiamo dedotto dalle formule di trasfor- 
mazione di prim'ordine delle funzioni theta 0, meglio ancora, la condi- 
zione necessaria e sufficiente trovata nel $ 1, affinchè due fun- 
zioni z= f0(u|w, w')ey=(u| è, d') siano legate da una relazione 
algebrica. 

Invero, ricondando la ben nota equazione differenziale della fu, 
nel secondo caso si hanno le due uguaglianze 


du= de i da 3 
Vip? 9-9, Vin_ga—g, 
du Lis dy 


Vago — is è, Vivi ow—ò 
da cui trae: 

de di 

(50) 2 


Vis -ga-g, Viyî—Gy—d 


epperò il problema da noi risolto equivale alla ricerca degli eventuali 
integrali algebrici dell'equazione differenziale (50), cioè ad un 
problema di natura tutt'altro che elementare. 

Da un altro punto di vista, molte delle formule di trasforma- 
zione di cui ci siamo occupati possono, con lievi adattamenti, essere 
considerate come formule di trasformazioni di integrali ellittici 
l’uno nell'altro; e si giunge così alla constatazione, che è stata 
considerata come una delle meraviglie dell'Analisi ('), che tali 
integrali, dopo cento (per così dire) diverse trasformazioni e mani- 
polazioni, finiscono col risorgere tali e quali, salvo mutamenti nei 
valori dei parametri che in essi compaiono. 

Per indicare un semplice e classico esempio di queste trasfoma- 
zioni d’integrali, consideriamo l'integrale ellittico 


È dé 
I= f E II 
i Va? + 2ab cos 0+ 8° 


(!) È stato giustamente osservato che agli integrali ellittici, ben più che 
alla spirale d'ARCHIMEDE, poteva applicarsi il paragone dell'araba Fenice 
risorgente dalle proprie ceneri! 
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dove a e d sono due numeri che supporremo, benchè ciò non sia 
essenziale, reali, positivi e tali da aversi a>d. 

L’integrale / può ridursi alla forma canonica di LEGENDRE in 
più modi e anzitutto con trasformazioni di carattere del tutto elemen- 
tare. Invero, aggiungendo e togliendo 2ab dal radicando, si ha 


+ fi 46 1 si d8 

JVa+5P=Zabi— coso, 2+5 i- tab ine È 

ò Ù (a+%" 2 
epperò, ponendo 

8 2Vab 
(51) a apt 
viene 
al 


fol 
at+t0lVi-Rsinp' 
() 


di guisa che, con le notazioni del $ 4 del Cap. II, avremo 


2 2 2Vad 
(52) I- RAR (10). 


La riduzione a forma canonica può però compiersi anche per 

un’altra via, e cioè praticando la sostituzione: 
asin@ 

(53) Teos 9x5 18% 
ch’è suscettibile di un’assai semplice interpetrazione geometrica. 
Invero, tracciato un cerchio 
di centro O e raggio & (in 
realtà basta un semicerchio, 
vedi fig. 35) e segnato nel- 
l'interno di esso un punto 4 
alla distanza è dal centro O, 
si constata subito che le ano- 
malie 0 e y di un medesimo 


punto P del cerchio rispetto 
ai poli O ed A, contate entrambe a partire dalla retta 40, sono 


precisamente legate dalla relazione (53): All’uopo non c'è che da 
abbassare da P la perpendicolare PQ su OA, ed osservare che 
è AQ=ac080+5, QP=asin0. 
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Dalla figura precedente risulta inoltre che il radicale che figura 
sotto integrale in Z non è altro se non la distanza r del punto P 
da A, e inoltre che i differenziale di 0 e y sono legati dalla relazione 


a cos (y_0)d0=rdy, 


che del resto si può anche facilmente dedurre differenziando 
la (53). 

Le osservazioni precedenti, unita all'altra che quando P occupa 
le posizioni P, e P, (vedi figura) si ha rispettivamente 0=y=0 
o 0=w=x, permettono di serivere le uguaglianze: 


a 
H 


a 


do 1 dl dy 1f dy 

[ = = f 

I J j -— 0 alVi—sini(w—=0)) 
r 4; cos (y— 6) g 1 sin (w—0) 


ma, d'altra parte, dalla (53) si trae subito che 
sin (p—_0)= 2 sin w; 


dunque avremo in definitiva 


isif dy a fe dy 
a dè, CA 
ò 1° sin y Vi asino 
cioè 
2 b 
(54) I-ÎK(£). 


Confrontando i risultati ottenuti coi due diversi procedimenti, sì 
ha la formula 
db a 2Vab 
K(i)=243% 93 


che, osservato come dalla seconda delle (51) segua: 


può anche seriversi sotto la forma: 


(552) K sa) Gi ui K(k) | : 
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La formula ottenuta non è altro se non la formula di 
trasformazione (L) della quantità K e, come tale, può ritrovarsi 
in un istante per mezzo delle formule da noi stabilite nei paragrafi 


precedenti. 
Propriamente dalla prima delle (19) del Cap. III e dalle (43L) 
e (44L) di questo Capitolo, segue senz’aliro che: 


k K(i7e) Vano We-es+Ve ne) = 
(+= a) farne eo=1tE x). 


L’esempio considerato, anche storicamente assai importante 
perchè è proprio per la via da noi ora seguita che LANDEN ha 
trovata la sua celebre trasformazione (da cui è poi scaturita tutta 
la teoria della trasformazione delle funzioni ellittiche), mostra l’indi- 
scutibile superiorità dei metodi svolti nel presente Capitolo su quelli 
fondati sulla diretta trasformazione degli integrali ellittici. Pertanto, 
volendo associare alla (55) un'analoga formula relativa alla fun- 
zione E(4), non staremo ad operare sull’integrale (47) del Cap. II, 
ma ci avvarremo invece della formula (83) del Cap, III che, assieme 
colle (35L), (37L), (43L) e (44L) di questo, fornisce subito: 


1-k 1 an è 
i- “n ala (€.0+n)= 


= a[le+2/e na ese: es)5 +7+3 se0|- 


1 €,0 + Ve — 
-rie(i* +Ve.— za) = e(s+ie = K); 


sussiste dunque la formula : 


(562) Ep) ip IE +#K0)] 


Se invece dell’integrale completo K si considera la fun- 
zione F(, k), si vede con tutta faciltà che la (55) viene sostituita 
dalla formula analoga 


(65/1) F(niFE) = 0+M)FA, 
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dove le amplitudini g e w sono legate dalla relazione (53) (dove 0 
è da sostituire con 29), che può anche essere posta sotto la forma 


(58L) sin y=(1+#)) ZA 
— R sing 

od anche 

(53”L) tg (v-9)= tg. 


La formula di trasformazione di E(g,%) è invece meno imme- 
diata a stabilire; propriamente, con calcoli analoghi a quelli che 
cei son serviti per stabilire la (164), si trova che: 


; _k 2 p 1-k, 
GEL) E(wiFo) ip 26 MEF] -I7E sino 


Questa formula e la (56L) — benchè non di rado utili nei cal- 
coli — non siî trovano negli ordinari trattati sulle funzioni ellittiche. 

La trasformazione di LANDEN ha importanza anche dal punto 
di vista pratico-numerieo, perchè fornisce uno dei metodi più comodi 
e precisi pel calcolo numerico degli integrali ellittici. 

All'uopo cominciamo con l’osservare che, quando % (come sempre 
si verifica nelle applicazioni) è un numero reale compreso fra 0 
e 1, per le (44—44’L) anche £ soddisferà a queste condizioni, e 
per di più sarà 


k= ai <k. 


Ne segue che, immaginando di applicare la trasformazione di LANDEN 
più volte di seguito, detti %,, £s, %3,... i successivi moduli trasfor- 
mati, posto cioè 
ki=k,  ko>k,  li=kow 

sarà 

ko<l<k', la <Il8<k8; 
e, in generale, 
(57) kn<k®", (n=1,2,3,...), 
il che mostra come î successivi moduli trasformati tendano, e 
rapidamente, a zero. Ma se il modulo di un integrale ellittico può 
considerarsi praticamente nullo, l’integrale si calcola immediata- 
mente: per esempio (cfr. Cap. II, $ 4) viene KH=x/2; dunque l’appli- 
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cazione ripetuta della trasformazione di LANDEN fornisce un metodo 
pel calcolo numerico degli integrali ellittici, 

Stante le interessanti conseguenze che se ne deducono, val la 
pena di esaminare con maggiori dettagli l'applicazione del metodo 
suaccennato al caso dell’integrale K. 

In questo caso la formula che deve giocare è la (55L) da cui, 
ponendo (analogamente a quel che si è fatto per , Bigi): 


ki=k, ki=k,  ly=>K/y% 


si trae che 
K)-:7pK(%), K@&)-fyK(%), 

K(k:)— ip B03); 
si ha dunque la formula: 

K@-K@) I pr. 
Ne segue che: 

E K(k) 2 

(58) Fuga Ei Cit KE) a El 


epperò il prodotto infinito il cui fattore generale è 2/(1+%;) è 
convergente e sussiste la formula molto semplice: 


(59) K(k) "il È 


che fornisce il valore di K. 
Per avvalersi della (59) bisogna anzitutto calcolarsi, a partire da 


ki=k 1-7, (1) 


le successive %,', %s',...., pel che servirà la seconda delle (447) che 
fornisce senz'altro la formula ricorrente: 


274, 
ini (2=0,1,2,...), 


(!) Qui e nel seguito i radicali s' intenderanno presi tutti in senso 
aritmetico. 
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cui si può dare un aspetto assai più espressivo ponendo, in ana- 
logia con la formula k=b/a più sopra trovata: 


con che essa diviene 
Buti _ 2Vbnlon _ _Vanda 
1+5,/@n 1 ui 
SA PE ahi 


e può pertanto essere soddisfatta ponendo: 
A 1 
{ Anja = 3 (nt dn) 


(n=0, 1,2;....). 
Ì Bnta =V@ndn 


(60) 


Resta così dimostrato che se noi indichiamo con a, e dy due 
qualsiasi numeri reali e positivi tali da aversi 


(I) op VT=E, 


e costruiamo le successive coppie (a., d,), (@2, d:),... mediante le 
formule ricorrenti (60), cioè calcolando ciascuna volta la media 
aritmetica e la media geometrica dei due numeri precedenti, otter- 
remo due successioni indefinite di numeri: 

(62) do, Ai Gay € bo, dig bosa 


atte a fornirci le %,', ks',... mediante le semplicissime formule 
(63) bg, (n=0, 1,2;...), 
donde, in particolare, segue che dovrà essere. 

(64) lim =1. 


Non solo però il rapporto d,/@, tende ad un limite determinato 
per n — co, bensì anche a, e d, isolatamente considerati (*). Invero 
dalla (63) segue che 


2 a Qn 


I | 
1+kn i bio 


(*) Questo fatto che qui viene, quasi senza calcoli, dedotto dalle consi- 
derazioni precedenti, potrebbe essere anche dimostrato direttamente con 
considerazioni del tutto elementari sulle formule ricorrenti (80). 


TRASFORMAZIONI DELLE FUNZIONI ELLITTICHE 205 


e, successivamente, che 
nt a __&, 
puo 14%" an 
dunque, in forza della (58), sarà 
lim î— 2%) 
n-+0 Li) 
donde, tenuto anche conto della (64), si ha che 


lim a,=lim dyj= 02. 

n+oc i neo i 2K(%) 

Se ne conclude cioè che, indicato, con GAUSS, col simbolo Mao, bo) 
la « media aritmetico-geometrica » dei due numeri a, e do, ossia 
il comun limite delle due successioni (62) formate a partire da essi; 
reggono le formule: 


(a.> bo) 


— ak(V1—si/a8)" 


donde, supponendo per semplicità a,=1, segue: 


(66) Kk)= 


b.3 n 
241,6) 2a i=d| 


La considerazione della media aritmetico-geometrica ci consente 
inoltre di dare una risposta molto semplice ad una questione rimasta 
non completamente esaurita nel Capitolo precedente, e cioè alla 
questione delle relazioni fra le quattro funzioni thetanulle: d(0), 
d2(0), 83(0) e 9,(0). 

Invero si osservò a suo tempo (nel $ 6 del Capitolo III) che 
fra queste quattro funzioni sussistono le due relazioni algebriche : 


d:'(0)=29x(0)3:(0)8.(0) e 84(0)+W(0)=#(0), 


ma nulla si disse su una terza relazione fra di esse che pur vi 
dev'essere. Orbene questa terza relazione, ch'è invece trascendente, 
può essere espressa dalla semplicissima equazione: 


(67) MI9(0), d(0)]}=1 |. 
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Infatti per la (65) si ha 
20810) 29500) 
2K (Y1— 9501/9400) 2K(95(0)/85(0)) 


ma, per le (75) e (80) del Cap. III, è 
2K(85(0)/95(0)) =2K(%)—7;(0); 


, 


MI[9(0), #(0)] 


dunque la media aritmetico-geometrica di $;(0) e #(0) è uguale 


ad uno, 
In forma diversa, la relazione trascendente in discorso può essere 


espressa dalla formula : 
(68) K[9g(0)/98(0)]— 7 95(0). 


Finalmente approfittiamo del fatto che in questo Capitolo abbiamo 
avuto occasione d’intrattenerei su alcune proprietà delle due fun- 
zioni K(4) ed E(%), per indicare qui le notevoli relazioni esistenti 
fra queste funzioni e le loro derivate rispetto a £?: 


ses) E) LE 


(69) 2 E SL E-K,  2A1-#) SCO 


Queste equazioni, che possono anche scriversi sotto la forma 


7 dE dk E _ 
(69’) ko BK kai K, 
possono ricavarsi o osservando che le serie che danno K ed E 
(cîr. Cap. II, $$ 4 e 5, pp. 87 e 90) sono serie ipergeometriche (') 
o, più elementarmente, con delle derivazioni sotto il segno. 

Se invece degli integrali completi K ed E si considerano gli 


(*) Propriamente, ponendo con Gauss 


ala + 1)b(6 +1) 
P(a,b,c; z) 142 + Zelo +1) +... 
si ha 
Epli 11%) =5 p(i —p 18 
K-IF( LE), E-SF(1.-3 1; ). 


Cfr., per esempio, HALFHEN [7], t. 1°, pp. 349-358. Vedi anche FRICKE [5], 
p. 193. 
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integrali di LEGENDRE (9,4) ed E(g,%), allora le (69) vengono 
rimpiazzate dalle equazioni analoghe: 


eni de sin g cos gp 
Vi — W sin? ® ” 


(70) | 202 E-F, 21-49) 


Val inoltre la pena di osservare che da queste formule si deduce 
facilmente che: 


o 3 9 , 
2 ai 7 E ke sin g cos g 
sa Je siasi 12 IR Psing' 


Notiamo finalmente, sempre a proposito delle funzioni Fed E, 
che l’integrale di LEGENDRE di terza specie II(9, x, 4), pur non 
potendosi — come già sappiamo (Cap. II, $ 5) — in generale (cioè 
per valori generici di 9, n e %) esprimere per mezzo delle fun- 
zioni F' ed E, può però essere a queste riducibile in casì speciali, 
per esempio quando si tratti di un’integrale completo (p=n/2). 
Le relative formule, che non riportiamo perchè complicate, trovansi 
in LEGENDRE [8], t. II, pp. 184 e 188. Di esse si sono utilmente 
avvalsi CONFORTO e VIOLA in un loro recentissimo lavoro ('), 
compiuto nell'Istituto per le Applicazioni del Calcolo in Roma. 
Sugli integrali di terza specie completi vedasi anche un lavoro di 
HAMEL (°), che ne fornisce una semplice espressione approssimata, 
particolarmente utile quando il modulo % è prossimo ad 1. 


(4) F. ConFoRTO e Viora: Sul calcolo di un integrale doppio che inter- 
viene nella determinazione degl’ipocentri sismici. [<La Ricerca Scientifica » 
(2) 2 (1936)]. 

() G. HameL: Berechnung des volistindigen elliptischen Integrals far 
grosse Werte des Moduls. {Sitzungsberichte der Berliner math. Gesellschaft, 
81 (1932), pp. 17-32; oppure JARNKE-EmpE [20], p. 151]. 


CAPITOLO V. 


Esempi di applicazioni delle funzioni ellittiche. 


$ 1. - Uso delle tabelle numeriche delle funzioni 
e degli integrali ellittici. 


Un problema la cui soluzione richieda la considerazione di fun- 
zioni ellittiche, può essere trattato tanto introducendo le funzioni PP, 
Ceo di WETERSTRASS, quanto introducendo le sn, en e dn di JACORI, 
oppure servendosi delle funzioni theta, o anche rimanendo fedeli alle 
tre antiche funzioni F, E a // di LEGENDRE che, del resto, sono 
spesso quelle che più spontaneamente si presentano nei calcoli. 

I primi due metodi, che dal punto di vista teorico, cioè per la 
discussione del problema ece. sono i principali, sono sostanzial- 
mente equivalenti, nel senso che nessuno dei due presenta tali 
vantaggi da farlo decisamente preferire all’altro, sì che entrambi 
si trovano impiegati, quasi con la stessa frequenza, nella letteratura 
sull’ argomento. 

Dal punto di vista pratico-numerico invece, il vantaggio dei 
metodi imperniati sulla riduzione della biquadratica fondamentale 
alla forma di LEGENDRE è innegabile ed innegata, sopratutto pel 
fatto che tutte (praticamente) le tabelle numeriche di funzioni ellit- 
tiche finora calcolate si riferiscono, direttamente o indirettamente, 
alla forma canonica di LEGENDRE ('). 


(!) La ragione principale per cui non sono state finora, si può dire mai, 
costruite tabelle della funzione $2(w; gs g3) di WEIERSTRASS e connesse, non 
è forse tanto quella che si tratta di funzioni di tre variabili (chè, considerate 
le relazioni di omogeneità, queste possono subito ridursi a due), bensì l’altra 
che, avendo $? e 2 dei poli sull'asse reale, la loro intabulazione, l’interpo- 
lazione dei dati tabulari, ecc., riescono spesso assai scomode. Vedasi all'uopo 
la tabella dei valori di $?, {?', Te o nel caso equianarmonico (99= 0, g3=1) 
data da JAHNKE-EMpE [20] a pp. 168-170. 


F. TRICOMI: Funzioni ellittiche. 14 
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Dalla circostanza suaccennata segue che anche nel caso in cui, 
nella trattazione di un certo problema, si sia ritenuto utile ricorrere 
alle funzioni di WEIERSTRASS, all'atto di passare alle applicazioni 
numeriche occorrerà sostituire a dette funzioni le loro espressioni 
mediante sn, cn e dn o le funzioni theta, sicchè, in ultima analisi, 
gli effettivi calcoli numerici dovranno sempre compiersi nell’ambito 
delle funzioni di JACORI-LEGENDRE o delle theta. 

Il calcolo con le funzioni theta è molto agevole stante le rapi- 
dissima convergenza delle serie che le rappresentano; inoltre oggi 
si hanno anche buone tabelle di queste funzioni (‘). Tuttavia, fuori 
del caso degli integrali di terza specie (in cui l'intervento delle 
funzioni theta o sigma è inevitabile e inerente alla natura stessa 
delle cose), si preferisce in generale eseguire i calcoli numerici a 
mezzo delle tabelle delle funzioni N ed £ di LEGENDRE o (ciò che 
poi è, in fondo, lo stesso) per mezzo delle funzioni sn, cn e dn; 
probabilmente per la ragione principale che le tabelle delle funzioni 
legendriane sono le più antiche di tutte e, ancor oggi, le più facil- 
mente reperibili (*). 

Uniformandoci a quest’abitudine, nei pochi esempi di applica- 
zioni delle funzioni ellittiche trattati nelle pagine che seguono, i caleoli 
numerici saranno, di regola, imperniati sull'uso delle tavole di LE- 
GENDRE; tanto più che, così facendo, non si viene che ad aumentare 
di pochissimo il lavoro rispetto a quel che potrebbe essere avendo a 
disposizione anche altre tavole, per esempio quelle di MILNE- 
THOMSON [28] che danno direttamente i valori con 5 decimali 
di snv, cnv e dnv in funzione di ve £°. 

L'operazione fondamentale che si compie mediante le tavole di 


(') Le brevi tavole riportate da HoUÙEL[19] e da JAHNKE-EMDE [20] hanno 
sopratuito lo scopo di mostrare l’ andamento delle funzioni. Sono invece parti- 
colarmente adatte pei calcoli numerici le tavole a 10 decimali di Apax»8 [16] 
e quelle di NagAOKA-SAKURAI [25] e HayAsHI [17] (7 od 8 decimali). 

() Le tavole originarie di LEGENDRE, che danno i valori con 9 decimali 
di F(g,k) ed E(g,k) ed i valori con 12 decimali degli integrali completi K 
ed E per g ed aresinX procedenti di grado in grado, furono pubblicate nel 2° 
volume del Traité [10]. Di esse esiste una recente edizione fototipica (Stuttgart, 
Wittwer, 1931). Nella più parte dei casi bastano però delle tabelle con minor 
numero di decimali (4 o 5), quali per esempio quelle che si trovano in JAHNKE- 
ExbE [20], pp. 134-144 e 150. 
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LEGENDRE è la determinazione dei valori di F(9,%) ed E(9,%) 
corrispondenti ad un dato 9 compreso fra 0° e 90° e a un dato % 
compreso fra 0 ed 1 o, più esattamente, a un dato valore dell’ arco 
(compreso fra 0° e 90°) il cui seno è %, poichè, quasi sempre, 
il secondo argomento delle tabelle è, invece di %, l'angolo 
(1) a=are sin %. 

(0, 2/2) 

Quest’operazione non presenta altra difficoltà se non quella di 
richiedere una doppia interpolazione, come sempre accade quando 
si ha a che fare con tabelle a doppia entrata, con la facilitazione 
che, in genere, ci si può limitare a considerare le sole differenze 
prime. Ecco, per esempio, come si conduce il calcolo di Fg, %) 
per p=35°,264, a—4°,061 mediante una tabella di valori a 4 deci- 
mali di / di cui riportiamo qui sotto la parte che interessa (con 
indicazione delle differenze nei due sensi): 


FP Î | î T Î I 
@ | a=0 | Diff. a=5° | Diff | a=10° | 
| I I I 
| 34° | 05934 3 0.5937 7 | 0.594 
Ì ' 175 | 174; 175]; 
| | 
| 350! 0.6109 Î 2! 0611 | 8 06119 |. 
| 174; i 175 176 
i | i Ì 
86° | 0.6288 | 93 | 06286 | 9 | 0.6295 
| 175 | 175 | 175 || 
37° | 06458 | 3 06461 | 9 | 06470 


Si ha: 


F=0,6111 +(0.264 ‘175-002, 5A - 10-1=0,6156, 


L’interpolazione diviene malcomoda soltanto se è da calcolare F 
per valori di g@ ed a entrambi prossimi a 90° perchè, come ab- 
biamo visto già nel $ 4 del Cap. II, è 


lim F(x/2, k)=lim K= 00. 
k-1 ke1 


Questa difficoltà si gira facilmente ricorrendo al teorema d’addi- 
zione della funzione F, se si ha a disposizione una tabellina fornente 
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con sufficiente precisione i valori di K corrispondenti a valori di a 
prossimi a 90°, com’è per esempio quella fornita da JAHNKE-EMDE 
a p. 150, in cui i valori (con 4 decimali) di K son dati da a=80° 
fino ad a=89° di 12’ in 12’ e da 89° a 89°, 54’ di 6’ in 6, 

All’ uopo si consideri che l’ accennato teorema d’ addizione 
(Cap. III, $ 3), ci dice che se g,, 92 e g3 sono tre qualsiasi angoli 
tali da aversi 


cos p, COS pa — sin g, sin gp, VI—% sin? P3=c08 Pa) 
sarà di conseguenza 
F(91) + F(92) + F(93) =2nK 


con 2 intero; chè, supposto il primo membro reale, il periodo imma- 
ginario 2iK' di F non entra manifestamente in considerazione. 
Posto @3=x/2, il che implica F°(93)=K, ne segue che se @, e pr 
sono due angoli tali da aversi 


(2) cos ; cos pa —Z' sin g, sin pa =0, 
condizione che (supposto 0<g,<7/2) può soddisfarsi col porre 


1 
9 =are tg —T_ 
(2) mati pagg) 


sarà di conseguenza 
F(g2)=(2r-1)K- F(q.). 


Ma, essendo 9, e 9» entrambi compresi fra 0 e 2/2, F(9,) ed 
F(%g:) sono entrambe comprese fra 0 e K epperò dovrà essere 
necessariamente n=1; dunque si ha in definitiva la formula 


(8) F(p., k)-K(k)— F(0,, k) 
che, unitamente con la (2°), elimina la suaccennata difficoltà d’inter- 
polazione. 


Per esempio, sia da calcolare (9, %) per 
gp 870,659, a=are sin 4—85°, 939. 
Essendo 


k'=V1—k*= cos 859,939= sin 40,061, 
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posto p=%,, la (2’') fornisce 
1 


Fe ele sin 45,061 - tg 875,659 — 


80°, 


mentre la suaccennata tabella di pag. 150 di JAHNKE-EMDE, con 
una facile interpolazione, fornisce 


K(sin 850,939) =4,0377; 
avremo dunque: 


F(87°,659; sin 85°,939)—4,0377— F(80°; sin 850,939) — 3,4886. 


Le tavole di LEGENDRE e, più propriamente, la tavola dei valori 
di F(,k) permettono fra l’altro di determinare immediatamente 
i valori di sn v, cnvednv corrispondenti ad un dato v e un dato £. 
Invero, supposto che sia 0<v< K, caso a cui ci si può sempre 
(molto facilmente) ridurre, si cercherà nelle tabelle qual’è quell’an- 
golo © che, in corrispondenza al dato valore di k, conduce ad un 
valore di F' tale da aversi F(9,k)=v; trovato questo © si avrà 
senz'altro: 


snv=sin 9, env=c0s 9, dn v=+)1-%? sin? q. 


E se invece è dato, per esempio, sn v e si cerca +, il calcolo è 
ancora più semplice perchè si evita l’entrata « all'incontrario » 
nella tabella della funzione Y Invero, supposto per semplicità che 
sia snv>0 e posto 


are sin (sn v)=q, 
(0, 2/9) 


si ha senz'altro 
v=F(9,k). 


$ 2. - Rettificazione dell’ ellisse e dell’ iperbole. 


Passando ora, sopratutto allo seopo di mostrare ix atto le formule 
ed i metodi studiati nei Capitoli precedenti, ad indicare qualche 
esempio concreto di applicazioni delle funzioni ellittiche, occupia- 
moci anzitutto del elassico problema della rettificazione dell’ellisse, 
cioè del problema della valutazione della lunghezza s di un dato 
arco di ellisse, da cui le funzioni che ci occupano traggono il loro 
stesso nome. 
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Sia l’ellisse di semiassi a e d: 


22 D) 

ate! 
ed osserviamo che, posto 

z=asing, 


la curva può essere rappresentata parametricamente mediante le 


semplicissime equazioni: 
(4) z=asing, y=D cos q. 
Ne segue che 


at — b' 


E È sin? 9 dg, 


- / 
ds=\dx*+dy°= Va? cost g+% sin gdg=a y 1- 
epperò, posto 


Val 3 


(5) “i 


detta cioè % l’eccentricità dell’ellisse, la lunghezza s dell’arco di 
curva compresa fra il punto g=0, ch'è uno degli estremi del dia- 
metro minore, ed un generico punto di parametro 9, sarà data 
dalla formula 


cioè si avrà: 


0) [raro | 


Questo semplicissimo ma importante risultato può anche inter- 
petrarsi dicendo che /a funzione E(g,k) di Legendre rappre- 
senta gli archi (contati a partire da uno degli estremi del diametro 
minore) di una ellisse di eccentricità k e semiasse maggiore 
uguale ad i. In particolare l’integrale completo E fornisce la 
lunghezza di un quarto di detta ellisse, mentre la lunghezza / di 
un'intera ellisse di semiasse maggiore & ed eccentricità %, è data 


dalla formula 
(6) 1=4aE(4). 
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Meno semplice ma più istruttivo (‘) è invece il problema della 
rettificazione dell’iperbole: 


che, introducendo le funzioni iperboliche Sin e C08, potremo 
rappresentare con le equazioni parametriche analoghe alle (4): 


(7) z-a C08v,  y-bSiny, 


donde segue immediatamente: 


ds-a? Sin® w+ 6? Cos' y du—l8"+(a°+0%) Sin? y dy. 


L'espressione ottenuta mostra che, se non ci si preoccupa di 
rimanere nel campo reale, anche gli archi d’iperbole possono es- 
sere rappresentati con una formula analoga alla (6). Invero, essendo 
manifestamente (cfr. il $ 4 del Cap. IV di F. A)): 


sin iw=i Sin w, 
può porsi ulteriormente 


ds=? Vi- C+ cin? (iu) d(iy) 


Da 


donde, integrando fra 0 e y, segue senz'altro 


O) st E(iy "48, 


Del resto, l'eliminazione dell'immaginario dalla (8) è ben facile 
avvalendosi delle formule di trasformazione di prim'ordine delle 
funzioni F' ed £ indicate nel $ 2 del Capitolo precedente. Propria- 
mente, servendosi delle formule (2) del quadro alla fine di detto 
paragrafo, si ha subito che 

E(im #9) f E -EF0,)VZE dî 5 169), 


(!) Più istruttivo perchè mostrerà come, nella risoluzione di problemi 
mediante funzioni ellittiche, possa talvolta giungersi per vie diverse a formule 
che, pur essendo equivalenti, a prima vista sembrano discordare fra loro. 


216 CAPITOLO QUINTO 


avendo posto 


(9) 4 


E, vige L_ 
Val+o?! Lilia Va +8? 


e detto g un angolo tale da aversi: 


sin iy=> —d'igg 


cioè 

i Sin v=—i tgp 
donde segue 
(10) tgo=-p Siny=-},. 


Perveniamo così alla formula: 
s= È [E(9, 4) -KF(9,k) NT sinî 9 tg gl 


cioè : 


che, non contenendo più traccia d’immaginarii e dato inoltre che 
le funzioni E ed / si riferiscono ad un valore reale e compreso 
fra 0 ed 1 del modulo %, si presta senz'altro al calcolo numerico 
mediante le tavole delle funzioni di LEGENDRE. 

Risultati analoghi possono anche ottenersi per altra via, e 
cioè applicando all’integrale che fornisce s, che possiamo scrivere 
sotto la forma 


y 
Va+ 8 | 3/ bi dy 
n J Vr+ FFR 
Yy 
Val +8 (e a 
OS IPFAP+MEF9) 


ò 
il 2° metodo di riduzione a forma canonica indicato nel 8 3 del 


Cap. II. Precisamente, osservato che attualmente le 4 radici della 
biquadratica fondamentale sono: 


tbi, + 
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epperò ci si trova nel caso V (2° sottocaso) del quadro a pp. 76-77, 
con 


b° 
bi=b2=0, co=b, babi 
dovremo praticare la sostituzione 
ui 
pro 


che ci fornirà senz'altro: 


si MIEI €49) gg 
b 


de A ali (1 &/0) sin 9* 


Non resta ora che ricordare la (34”) del Cap. II, da cui si 
trae che: 


= F(p°)-E(g*)-{1-# sin? g* cotg *+K—E, 


sin? P* 
per concludere che è 


(12) s=la"+5"{(1-W)F(9*,6)+K]- 
—IZ(e* 4) +E]-V1—-# sin? gp" cotg g*} 
con 


(12) tet=- 2. 


Le due formule (11) e (12), apparentemente diverse, sono invece 
perfettamente equivalenti. 


(*) Seriviamo g* invece di 9 per evitare confusioni con la 9 di prima. 
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Invero, guidati dalla osservazione che alla (9, %) della (11) 
fa riscontro nella (12) la quantità — F°(g*, #)—K, consideriamo i 
due argomenti v, e vw = —v—K e cerchiamo di determinare la 
relazione intercedente fra le relative amplitudini 9, e gs, nonchè 
quella intercedente fra le funzioni E(g;) ed E(g:) a queste corri- 


spondenti. 
Considerato che, se si pone v3=K (cui si può far corrispondere 


l’amplitudine g3=2/2), si ha 
v+v+v=0, 


le relazioni cercate ci saranno immediatamente fornite dai teoremi 

d’addizione degli integrali ellittici di cui al $ 3 del Cap. III. Preci- 

samente dalle (41) e (42’) di detto $ avremo senz'altro le equazioni : 
cos g; cos ga—1—#" sin 9, sin p,=0 
E(9:)+E(p:)+E=-#° sin g sin gr, 


di cui la prima, che non è altro se non la (2) del $ precedente, 


può seriversi 
k'igpitgg:=1; 


ma, d'altra parte, dalla (10) e dalla (12°) si trae pure che 
k'igptgp'=1; 


dunque possiamo identificare g e 9* con g, e g» rispettivamente, 
e scrivere le formule 


F(9,k)=—F(g*,k)-K 
E(9,k)=—E(g*,k)-E-#" sin g sin g*= 


Co po _ E? sin p* cos g* 
SMISE 


Pertanto dalla (11) potrà trarsi 


è è k° sin p* cosp* 
rag MIE KIE@) HE FRESE 
—V1-&? sin* gig p=(1-49)[F(9*)+K]-[Z(g*)+E]+ 
k° sin 9* cos p* L 1 


+ 


Vi — ke sin? I VI— sin? p'igo” 
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3 =(1-4[F(*)+K]-[Z(p*)+E]—V1—# sin? p* cotg g* 


che non è altro se non la (12). 

Finalmente, facciamo un'applicazione numerica calcolando, a 
mezzo della (11) e della tabella delle funzioni di LEGENDRE di JAHNKE- 
EMDE [20] l'arco sj di un’iperbole equilatera di semiassi a=>d=1 
compreso fra un vertice (y=0) e un punto alla distanza y=1 dal- 
l’asse reale (vedi fig. 36). Essendo in questo caso: 


Jar +05°=/2, 
k=k'= 2a =are sin 45°, 
ra 


1 
igo=-= 7 


e, di conseguenza, 
sin? p= i, 
VI° sin? r=/i. 
p= — 540447", 


F(9, k)= —1,0281, 
E(g, k)= —0,8911, Fig. 36. 


dalla (11) avremo: 


8,=}2 ( —0,8911+ 11,0281) È V 7 =1,0997. 


$ 8. - Geodetiche dell’ellissoide di rotazione. 


Un'altro classico problema in cui s'incontrano le funzioni ellit- 
tiche è quello della determinazione delle geodetiche di un’ ellissoide 
di rotazione, cioè delle linee di minor percorso fra due punti di 
questa superficie. 

Questo problema ha un’importanza pratica di prim'ordine, oggi 
assai accentuatasi coi voli a grandi distanze e simili, chè, potendosi 
la nostra terra riguardare, con grandissima approssimazione, ap- 
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punto quale un ellissoide di rotazione; non appena si esca dal campo 


» in cui essa può riguardarsi come piana (« campo topografico »: 


distanze dell'ordine di grandezza di una decina di chilometri) o 
come sferica («campo geodetico »: distanze intorno a 150 km), 
sono appunto le geodetiche in discorso che prendono il posto delle 
rette sul piano e dei cerchi massimi sulla sfera. 

Supposto che l’ellissoide di rotazione che si considera sia (come 
accade nel caso della terra) un ellissoide schiacciato, cioè provenga 
dalla rotazione di un’ellisse di semiassi a e d intorno all’asse mi- 
nore 25, e che l’ellisse meridiana sia parametricamente rappresen- 
tata (nel piano z, z) dalle equazioni: 


(13) t=0 080,  2=bsinw; 


osserviamo anzitutto che il passaggio dal parametro © di un punto P 
della superficie alla latitudine 4 del medesimo (angolo della normale 
in P all’ellissoide col piano equatoriale (7, y) è un problemino 
elementarissimo di Geometria Analitica: ricerca dei coseni della nor- 
male alla curva rappresentata parametricamente dalle equazioni (18). 
Si trovano così le formule: 


,_ @ csin c08® 
(14) tgi=;tgo, tg (A-Ww)=> TFR 
dove 
Pa a—b 
(15) ee 


è il cosiddetto « schiacciamento ». (Nel caso della Terra: 1/c=299,15 
secondo BESSEL (1841); =298,3 secondo HELMERT (1907). 

Un'altra importante relazione ci è data dal teorema di CLAIRAUT 
sulle superficie di rotazione, in virtù del quale lungo ogni geode- 
tica di una superficie siffatta, il prodotto del raggio del paral- 
lelo per il seno dell’azimut, cioè dell'angolo che localmente la 
geodetica forma col meridiano, resta costante. Propriamente, 
detto y l’accennato azimut, si ha l'equazione 


(16) cos @ sin w=c0s C, 


dove C denota una costante propria alla geodetica che si considera. 
Dalla (16) può agevolmente dedursi un'equazione differenziale 
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per le geodetiche che, integrata, conduce (*) alle seguenti due formule 
particolarmente importanti : 


| s=Fsin C- Z(0,%) 


de id È IM(p,tg°C,4)—kecotC-F(g,k 
( = ram cesso II(9, 1°C, k) — ke cotC - F(q, k) 

con 

(8) usino, tg0- Fano coopoito, 


dove s denota la lunghezza dell'arco di geodetica di costante C com- 
preso fra il punto P; cui compete w=n/2 (e, di conseguenza, @= C, 
g=0) e un altro qualsiasi punto P della curva, L è la differenza. 
di longitudine fra P e P., ed e è l’eccentricità Va?—b?/a del- 
l’ellisse meridiana che, espressa mediante lo schiacciamento e, risulta 
uguale a Ve@—c). 

Come si vede, uno dei problemi fondamentali della Geodesia, e 
cioè il calcolo delle coordinate geografiche di un punto P, collegato 
ad un dato punto P, mediante un arco di geodetica di data lun- 
ghezza s:—s, e dato azimut iniziale y, (*), si riduce mediante 
formule semplici al calcolo di certi integrali ellittici di 15, 2° e 
3° specie. 

Per mostrare una concreta applicazione numerica delle precedenti 
formule supponiamo, con HotEL (*), che al punto P, corrisponda 
il valore w,=45° del parametro (il che implica ix=> 450,545”, 
che è la latitudine dei quartieri nord della città di Torino) e cerchiamo 
di determinare dove si arriva spostandosi di 5000 Km. verso NE, 
ossia calcoliamoci la latitudine 4, di P; e la differenza di longitu- 
dine L°—L, fra P. e P. nell'ipotesi che sia 


S:-s,=5000 Km, y,=45°, 


(4) Cfr. LEGENDRE [10], T. I, pag. 361. 

() Qui e nel seguito affettiamo con l’indice 1 i dati relativi all'estremo P, 
dell'arco di geodetica, e con l'indice 2 quelli relativi all’altro estremo P,. 

(3) [19] pp. LXIII-LXV. Per rendere possibile un confronto abbiamo 
assunto gli stessi dati di HoùrL (che, per di più, conducono casualmente ad 
un valore per noi interessante della latitudine A, di P,) ma abbiamo rifatti 
tutti i calcoli er-novo. 
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prendendo come base l’ellissoide di BESSEL, per cui si ha: 


Log a*—3,80464, Log —0,00145, 


Log c=3,52411, Log e=2,91221 (). 
Considerato che, com'è agevole persuadersi con un caleolo, anche 
grossolano, fatto supponendo la Terra sferica, in questo caso il 


punto P, di poc'anzi in cui è y=-/2, p=0 cade fra P, e P., le 
formule da adoperarsi non saranno proprio le (17), bensì le altre: 


s:-s= 7 sin CLE(P., 4) +E(9s, b] 
dA] Ls-L= e sin C cos C [IT (p., t8°C 4) +IM(qgs, tg°G h)}- 
| — ke cotg0[F(9., )+ F(:, b)]. 
Il calcolo si conduce come segue, servendosi, quando non è detto 


altro, delle tavole delle funzioni F(9) ed E(9) di JAHNKE-EMDE Pi 
(ogni operazione con dette tavole è contrassegnata con un asterisco ) 


C=60, 


È 1 
[per la (16)] cos C=cos @, sin y=cos 45° sin 45° 3i 


VE, «= 950,264 


[per l’ultima delle (18)] cos p,= — 


Log a/5 =0,00145 | Log (s0—s,)*"—-3,69897 
Loge =9,91221 I Log 1/az =3,28315 
Log sin C =1,93753 | Logk —2,85010 


Logig9 —385119 Log i/sin  =0,06247 
60=4,061 | Log(£,-+E:) =1,89469 


E\+ Es=0,7847 
E,=0,6158* 


E;=0,1694 
pi= 99,707. 


Calcolo degli integrali di 3° specie II, e II, mediante le 


(1) Qui e nel seguito indichiamo col simbolo «Log» («L» maiuscola) i 
logaritmi in base 10, mentre «log» denota quelli in base e. 
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formule del quadro a pag. 156 (caso 4°) e le (97)-(99) del 


Cap. III: 
sn? (7,4) n te0 a . 
eno, #) a e E =Sin(90—0)=sin 850,939 
Log tg C =0,23856 
Log 1/kK =1,14990 


Log tg am y = 1,38846 
am y = 870,659. 


Il calcolo di y= F(87°,659; sin 850,939) che sarebbe malcomodo 
per via diretta, è stato già effettuato nel $ 1 con l'ausilio del teorema 
d’addizione delle funzioni 7. Possiamo dunque senz'altro scrivere che 


y=3,4886 
e conseguentemente, essendo 
K(X)=1,5728, (4) 
F.-F(p.,k)=0,6156 (), Fs= F(g2, k)=0,1694, 


viene 


B= gg =11091,  v1=E 01957, na FÉ — 00539. 


D'altro lato la tabella alle pp. 122-124 di JAHNKE-EMDE [20] 
fornisce senz'altro, in corrispondenza a 9=are sin k=49,061: 


Log g=4,4972 
valore cui, detto M il modulo di passaggio da logaritmi naturali a 
decimali (M=0,48429), si associa subito: 


3,5028 


log g_!= sa =8,0597, 


mentre d'altro lato è 2x5=6,9686. 
Per la prima delle (97) del Cap. III avremo dunque: 


98) _ _ 9, . 107,492 Sin 6,9686 
i do a Cos 3,4843 — 2a è 10° Sinr8,0597 + 


(0) Cfr. 81, 
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ma, considerato il valore relativamente grande degli argomenti dei 
due seni iperbolici, si ha con sufficiente approssimazione: 
Sin 6,9686 = 6,9686—8,0597 — —1,5262, 
Log Sin 8,0597 Log e 1,0911M=1, ) 
dunque, trascurando altresì i termini non scritti, avremo: 
i d£68) _ 7 C0g 3,4848 -2xr - 1071012. 1075002 
I (18) 
donde, con l’ausilio delle tavole delle funzioni 
HotEL [19] pp. 36-55, segue subito 
; 969) 3146 
î 3,69 3,1468. 
Proseguendo il calcolo degli integrali Z7, e /7s in base alle (98) 
e (99) del Cap. III, con la semplificazione (che nel nostro ordine 
di approssimazione è lecita): 
Log Sin 2-8= Log C08 2x8=28M— Log 2 
donde segue 
Log (29 Sin 2x8) =Log (29 Cos 27) =1,5296, 
si ha ulteriormente: 
Log cos 2rv,= Log cos 709,455= 1,5245 


iperboliche di 


1,5236 
Log (2g cos 2rv, + COS 2) =1,0481 
Log sin 2rv, = 1,9746 
1,5236 
Log (2g sin av, - Sin 2x8) —1,4982 


Log cos 27v= Log cos 199,387= 1,9746 


1,5236 
Log (2g cos 2rvs è Cos 2x8) =1,4982 
Log sin 2rrvs =1,5211 
1,5236 
Log (29 sin vs - Sin 2x3) =1,0447. 


TRENTO EVENTI RS IAN NETTO N IRR A LIL TAN 
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Sarà dunque approssimativamente: 
A(v:, B)=1— 10/0481 — 0,8883, A(0», P)=1—101498°—0,6851 
Log B(v., f)—1,4982, Log B(v., 8)=1,0447 
donde segue: 


1 1og Belt Boy, 8) 


37 0g sein 8° 187 ION) = 19°,50=0,3408 
1 Pos +1) Bus, È) P 
33 log Bo, — i) I° tg 405) =90,19=0,1604; 


ma, d'altra parte si trova che 


dn (7,4) Vi — sin? 850,959 . sin® 87,659 
sn (y,k')cn(y,#') sin 87°,659 - cos 870,659 


0,30424. 
109,301 Là 


dunque avremo: 


100:3042477, —0,3403 + 3,1468v, =0,9562 
100:3042477, —0,1604 +3,1468v, —0,3299 


donde segue infine: 
II,=0,4779, II,=0,1649. 


L’ultima parte del calcolo si conduce come segue: 


Log (I71,+II3) =1,80808 | Log (7. + F3) =1,89487 
Log k =2,85010 | Log% =32,85010 
Log 2/sin 20 =0,36350 | Log cotg C =—1,76144 
Log 1/e =1,08779 | Loge =2,91221 

0,10947 3,41862 


1° termine (Zs—Z.)=1,2867 |2° termine (Z.— L,)=0,0026 


Ls L,=1,2841=730,343 |. 


Inoltre, servendosi dell'ultima delle (18) e della seconda delle (14), 
dal trovato valore g3=9°,707 si trae che 


03=580,399, A: @=0,51, 


F. TRICOMI: Funzioni ellittiche. 15 
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Se ne conclude che se P, cade in Torino (Z,=7°.40’,4 Est 
Greenwich) le coordinate geografiche di P, sono: 


Ag=58°.89/,0 Nord, Ls=80%,14',7 Est Greenwich, 


epperò questo punto cade in Siberia, a nord di Novo-Sibirsk. 
HotEL facendo uso delle sue tabelline (condensate in una sola 
pagina !) delle funzioni F ed E, trovava invece 


Li — L= 730,88’, Ag= 580.40", 


e; molto più laboriosamente, con le grandi tavole di LEGENDRE [10] 
a 9 decimali, i valori praticamente esatti: 


Ls— L.=73°.32'.14",9, Ag=580.41’.39”,1. 


Trascurando lo schiacciamento della Terra, con la risoluzione 
di un triangolo sferico, si sarebbe invece trovato: 


Li L,=73°.50', Ag= 580.38". 


$ 4.- Asta caricata di punta. 


Consideriamo un’asta caricata di punta, cioè un solido elastico 
di forma cilindrica o primatica sollecitato alle due basi da due forze 
uguali e contrarie, parallele alle generatrici, quale per esempio è 
una colonna o un pilastro sulla cui base superiore grava, in tutto 
o in parte, il peso di una costruzione, mentre contro la base infe- 
si esercita la reazione del suolo. 

Se il carico P non è eccessivo e la lunghezza / dell'asta non 
è troppo grande in confronto alle sue dimensioni trasversali, l’asse 
dell’asta resta rettilineo e la deformazione si riduce sostanzialmente 
ad una contrazione proporzionale a P, com'è ben noto dai primi 
elementi di teoria dell’elasticità. Se però 7, crescendo, raggiunge 
e supera un certo carico critico P*, si dimostra che l’ equilibrio 
dell'asta nella posizione contratta non è più stabile, epperò questa, 
con pratica certezza, s'inarca da un lato dando luogo nel mezzo 
ad una saetta di flessione rapidissimamente crescente con ?, ciò 
che, nel caso di costruzioni murarie e simili, vuol dire: erollo di- 
sastroso. 
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Da quanto sopra si deduce la grande importanza pratica della 
determinazione del carico critico P* (*), (a cui, in generale, bisogna 
‘ben guardarsi dall’avvicinarsi !) che, nel caso che c’interessa, è stato 
determinato fin dal 1744 da EULER, stabilendo la celebre formula, 
che ritroveremo più innanzi: 


(19) p*=n2 EI 


dove / è la lunghezza dell’ asta, E il modulo di YounG del materiale 
(supposto omogeneo ed isotropo) che la compone, ed /il momento 
d’inerzia della sezione trasversa rispetto all'asse principale, bari- 
centrale d’inerzia per cui tale momento è minimo. Per esempio nel 
caso di un’asticina rotonda d’acciaio (E=2,2 - 10% kg/em.? circa) 
lunga 50 cm. e di diametro 0,4 em., P* risulta uguale a circa 
11 Kg-peso, 

In casi del genere di quest’ultimo, cioè nel caso d’aste metalliche 
e simili, l'oltrepassamento del carico critico P* non vuol dire neces- 
sariamente: disa- 
stro, perchè l'asta 
può inflettersi, an- 
che notevolmente, 
senza rompersi, 
Sorge pertanto il 
problema, la cui 
trattazione richiede Fig. 97. 
la considerazione 
di funzioni ellittiche, di studiare il comportamento dell’asta, e cioè 
principalmente la forma assunta dal suo asse, quando il carico P 
assume valori maggiori di P*. 

All’uopo supponiamo anzitutto che l’asse 04 in parola, origi- 
nariamente rettilineo e disposto lungo l’asse 7, abbia assunto una 
forma come quella indicata nella fig. 37, cioè la forma di una curva 
piana o (e preeisamente: contenuta nel piano x, y della figura) /a 
quale sia incontrata in uno ed un solo punto dalle parallele 
all'asse y, e presenti fra O ed A uno ed un solo massimo M, 


(!) Meglio sarebbe dire: primo carico critico perchè ce ne sono anche 
dei successivi la cui importanza pratica è però, di solito, trascurabile. 
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e nessun minimo (') Successivamente osserviamo che il momento 
risultante delle reazioni elastiche agenti in un generico punto (x, y) 
della curva dev'essere, pel principio di solidificazione, uguale a P- y, 
e, d’altro lato, uguale ad 7/0, dove o denota il raggio di curva- 
tura di o nel punto considerato (*). Si avrà pertanto, avuto riguardo 
ai segni, l'equazione differenziale : 
SOM 
a+y9* 
dove il radicale va preso col segno positivo. 
Dalla (20), integrando rispetto a y, segue 


P 
(20) +a1y=0 


1 1 
(21) ma Ay°= C, 
avendo posto 
A P 
(22) = — 


e denotata con C'una costante arbitraria la cui interpetrazione geome- 
trica si ottiene subito ponendosi nel punto 0 di o. Invero, detto y 
l'angolo che la tangente a o in questo punto forma con l’asse 2, 
sì ha manifestamente 


cosy= 


a = 
Vi+g7 
ciò che, fra l’altro, mostra come, nelle condizioni in cui ci siamo 
posti, deve necessariamente essere 


(23) 0<C<1, 


Inoltre, tenendo conto che nel punto M è manifestamente y’=0, 


(5) Quest’ipotesi, necessaria per la validità delle formule che seguono, 
richiederebbe una discussione tutt'altro che semplice perchè sono teorica- 
mente possibili anche posizioni d’equilibrio in cui la curva o presenta fra 0 
ed A due, tre o più onde successive, invece di una sola. Cia però che, 
d'accordo con l’intuizione meccanica, queste posizioni d'equilibrio con onde 
multiple siano tutte instabili, qualunque sia il carico Pi I vari iii 
che si sono finora occupati dell'argomento sono però giunti a risultati parzial- 
mente contradditori. Vedi all'uopo in Handbuch der daga a pala CA 

i inger, 1928) . 277-282 e lavori ivi citati. 
i G. dini La statica delle costruzioni. (To- 


rino, Utet, 1928), p. 225. 
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si vede immediatamente che l’ordinatà massima Ym della curva o 
in M («saetta di flessione») è legata a C dalla relazione 


(24) va O . 


Risolvendo la (21) rispetto ad y’ si ha 
1-(c+ 120) 
y3= ar 

(e + 3 dy ) 
donde segue 


1 
tar DI 
C+ dv 


|& 


* |i-(oxtt 


pertanto la determinazione di x in funzione Y, cioè la determina- 
zione della forma della curva 0, dipende dal calcolo dell’integrale 
ellittico : 


& 


0+j4? 


=== dy. 
Ò Va _ (c + 34) 


Quest’integrale si riduce a forma canonica coi metodi indicati 
nel Cap. II; precisamente, osservato che le quattro radici del radi- 
cando sono 


a=|fE7 o, Gi Vero a, 


as=i| tO, auge, 


applicando le formule del Caso III del quadro a pp. 76-77, cioè pra- 
ticando la sostituzione 


(25) y=|07 cos g 
e ponendo 


(6) k=|/i=, 
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avremo 


1 f1— 24° sin? 
= lE 


® 
—a|T==== dp + cost. 

VS vi sing P Ù 

donde, osservato che a p=7/2 corrisponde y=0, può ulteriormente 
trarsi che 


ili 


1 f1-2&sin*@ 
cali n) Vi-W#sin 9 
® i Nin 2/2 dl | 
—k? sin? puo fre resine ce 
=; 2] V1-%? sin?9 dq J e 
v v 
cioè che 
2= 1 {2E() — E(9,#]-[K0@)—F(9,4)]}. 


Vi 
Se ne conclude che la curva 0 o, meglio, il suo arco OM, può essere 
rappresentato parametricamente mediante le equazioni 


(7) 2-1 {2E-E0)]-[K-F@)]}  y= 0080 
0<0=) 


od anche (si confronti la (91) del Cap. III), posto 


Fo, k)=v, 
mediante le equazioni: 
1 v 1 d,'(v/2K) 
(2-7 | CE-O(1- g) x dra 
27) 
i (e-fenn, (0<v<K) 


in cui non vi è più traccia di funzioni non uniformi. 

Ciò posto resta ancora da determinare % (cioè, in sostanza, C), 
il che può ottenersi servendosi del fatto che l'asta in esame ha una 
data lunghezza /, cioè che l'arco OM di o dev'essere lungo //2. 


Si ha così l'equazione 
Yx Yy k27) 
1 da Tra È dy= 
3! a WU [ir ag na] 
è ò 


du 
1,8 
c+3v*) 
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che, con la sostituzione (25), diventa 


2/2 
Lo po TIA 
2 Vi Vi— ein? p° 
[th] 
cioè 
(28) K@= 3203, 


permettendo così, con l'ausilio delle tavole di LEGENDRE, un facile 
calcolo di %. 

L'ultima formula ottenuta consente, fra l’altro, di ritrovare 
immediatamente la formula euleriana (19) relativa al primo carico eri- 
tico P*. Invero, essendo K 2/2, il minimo valore 4* di 7 per cui 
la (28) può sussistere è 


cui corrisponde appunto il valore P* di P dato dalla (19). 
Finalmente osserviamo che introducendo in luogo di z,y e yy le 
coordinate ridotte: 


x Y Vu 
Si VI T 


e, in luogo di 7, il carico ridotto: 


P 
p= pi? 
il che implica 
1-5 PD; 


le formule precedenti assumono forma universale, cioè indipen- 
dente dalle costanti elastiche e geometriche della speciale asta che 
si considera; propriamente si ha 


8=j= pp [ZIE-Z0]-IK-F(0)]} 
(29) Y_ 2k 2 an 
717 a ieri K=;12, 


donde segue in particolare che: 


k 
(30) m= gw 
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Nell’applicazione di queste formule non disogna dimenti- 
care che esse valgono sotto la condizione (23) (') cioè nel- 
l'ipotesi che sia 

OS1-2%#<1 


val’a dire 
o<%? <j 
il che implica 
isKs< 1,8540747 
donde segue 
(31) 1<p<1,39320. 


Un facile calcolo con l’ausilio delle tavole di LEGENDRE 
conduce ai seguenti dati numerici per mezzo dei quali è stata 


U” 40% 


O) 11 112 13 14 


Fig. 38. 


costruita la fig. 38 che, al contrario di quella riportata a pag. 280 
del citato « Handbuch der Physik» VI, si riferisce a formule 


(!) Questa condizione pare sia stata invece dimenticata da GECKELER nel 
precedentemente citato, pregevole Articolo dell’ « Handbueh der Physik» in cui, 
fra l’altro, il grafico dei valori di 7,, è prolungato sino a p=1,6 circa, 
mentre deve fermarsi prima di 1,4. 
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rigorose: 
p K are sin £ Un 
1,05 1,6096 179,80 0,1899 
1,10 1,6475 24,77 0,2543 
1,15 1,6845 29,84 0,2954 
1,25 1,7562 37,36 | 0,3455 
1,35 1,8251 42,96 | 0,9794 


Al p massimo, cioè a p=1,89320, corrisponde Nu=0,3814. 

La precedente figura mostra chiaramente quale profonda discon- 
tinuità fisica rappresenti il carico critico P* nel problema della 
trave caricata di punta. Comunque la cosa si può rendere anche più 
manifesta confrontando fra loro la diminuzione 4D della distanza D 
fra i due punti O ed A dovute ad un determinato aumento AP del 
carico P, subito prima e subito dopo del raggiungimento del carico 
critico P*. 

All’uopo osserviamo anzitutto che, prima del raggiungimento 
di P*, cioè quando l’asta si contrae soltanto, si ha notariamente 


4D AP 
(2) P_i 
dove S denota l’area della sezione trasversa della sbarra. Subito 
dopo il raggiungimento del carico critico P* si ha invece, tenuto 
conto della prima delle (27’) e del fatto che, in corrispondenza 
all’ascissa zar del punto di mezzo, è v=0: 
2K, 4 


2 
4D=l-2ay=I- = (RE-K)=1- +7 (K—E) 


ma, per la (28), è 


mentre, per la seconda delle (69) del Cap. IV, quando X? è 
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piccolissimo si ha sensibilmente (a meno di termini dell’or- 
dine di #4): 
E CITA 


kI0 


dunque potremo, con sufficiente approssimazione, porre 


AR a _ FR 
sedi ii 
od anche 
(83) 4D=4 (- n) 


avendo osservato che, per %*® piccolissimo, la (28) può, nello stesso 
ordine d’approssimazione di più sopra, scriversi: 


in-s(1+8) 


(i 


donde segue 
IVI 
pea(i_3). 
n 
Ciò posto osserviamo che, essendo attualmente 


A= P'+A4P_sn (1 de), 


zo UE PF 


a meno di termini dell'ordine del quadrato di 4P/P*, si avrà 
1 L 14P 
priliip) 

epperò la (33) potrà anche scriversi: 


(83) 4280, 

Confrontando con la (82) si conclude che 4D/! può esprimersi 
con una formula d’identica struttura tanto prima quanto dopo il 
raggiungimento del carico critico P*, purchè, nel secondo di questi 
due casi, il modulo di YounG E del materiale venga sostituito da 
un modulo fittizio E’ definito dalla formula 


E'S=jP*, 
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che fornisce 
,_ SI 
(34) Ea ps E 

In particolare, nel caso di un asta rotonda di raggio 7 
(I=xr‘/4, S=xr°) si ha 

7 (ri 
(84) E=5 () E 
e, più in particolare ancora, nel caso dell’asta circolare cui si è 
accennato in principio (r=0,2, /=50): 


E'=22*10-E; 


pertanto per quest’asta l’oltrepassamento del carico critico P* equi- 
vale (in certo modo) ad una brusca, virtuale riduzione del modulo di 
YouNnG del materiale a circa due centomillesimi del suo valore 
primitivo. 

$ 5. - Pendolo semplice. 


Il classico problema del pendolo semplice, cioè del moto (senza 
attrito) di un punto materiale pesante su di una circonferenza posta 
in un piano verticale, conduce, non appena si abbandoni la consueta 
ipotesi delle oscillazioni infinita- 
mente piccole, a funzioni ellittiche. 

Detta / la lunghezza del pen- 
dolo, ossia il raggio dell’anzidetta 
circonferenza y (di centro C) su 
cui si muove il punto materiale P 
(la cui massa designeremo con m), 
e detto 0 l’angolo variabile che 
la retta CP forma con la verticale 
CP, per C; l'energia cinetica 7° 
di P è manifestamente data dalla 
formula 


h) 


ti 
Ì 


r. i "i [a]: 2 ml (G) Fig. 39. 


dove &, al solito, designa il tempo. D'altra parte, considerato che la 
differenza P,P' (vedi fig. 89) fra la quota di P in una sua generica 
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posizione e quella che gli compete nella sua posizione più bassa Pi, 


è data da 
U1— cos 0); 


l'energia potenziale di P ‘potrà assumersi uguale a 
I=mg}(1— cos 0), 


dove g denota l'accelerazione di gravità. Pel feorema delle forze 
vive avremo dunque l'equazione: 


T+II= 3 ml (d) +mgil(1— cos 0) = cost., 
od anche, dividendo per m/?: 
(85) 1 (C+ 2 (1— cos 9)=28, 


avendo indicata con 4 una costante positiva, che è manifestamente 
legata alla velocità 


dé 
Vol (Fila 
assunta da P in P, dalla relazione 
(36) v=A4Ph. 


Per integrare la (35) senza fare alcun’ipotesi di infinita pieco- 
lezza delle oscillazioni, cominciamo col porre 


(37) 9=20, 
con che l'equazione, divisa per 2, assume la forma 
do\}, 9g _. è 
(Ce) +7 sin g=h; 
e supponiamo ulteriormente che la costante % (cioè, in sostanza, vo) 


non sia troppo grande, e propriamente che essa sia tale da aversi 


(38) “ o<asi 


(') Quest’ipotesi è quella che conduce al caso più interessante di un 
moto oscillatorio. Se invece fosse A > g/l, si dimostra che il pendolo assume 
un moto rotatorio (non uniforme) intorno a C, percorrendo, sempre nello 
stesso verso, l’intera circonferenza y. 
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di modo che sia lecito porre 


(39) h= £ sin! a, 
ottenendo così l'equazione differenziale: 

do) 
(40) (a) - £ (sin? a—sin? gp). 


La (40) fornisce anzitutto l’interpretazione geometrica di a. 
Invero, dovendo, per la realtà di dp/di, evidentemente essere: 


sin*® g<sin? a 
donde, supposto a compreso fra 0 e 7/2, segue 
(41) -—asp<a; 


si vede senz'altro che a coincide col massimo di |g|, ossia che 
2a è la massima elongazione angolare del pendolo rispetto 


alla verticale. 
Ciò premesso osserviamo che dalla (40), estraendo la radice 


quadrata, può trarsi 


9 Ysinta— sin* gp 


sy 1 


(42) de VS [= 


Per calcolare l'integrale ellittico a cui siamo stati così ricondotti 
potremo stavolta utilmente servirci del metodo indicato nell'ultimo $ 
del Cap. II; propriamente, posto anzitutto 


(43) k=sino, 
converrà porre ulteriormente 
(44) sin g=% sn (u, £), 
con che si avrà 

Vsin® a— sin? g=kcen, 


kenudnu kenudnu 


dog= " wu ira ene 
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la (42) si ridurrà pertanto semplicemente a 
Kr Vi 

t=|] du= gut oost 


donde, introdotta l’irrilevante ipotesi che l’origine dei tempi cada 
in un instante in cui è P=P,, segue finalmente 


t= fe U, 
9 
cioè 
u= (e A 


Se ne conclude che le formule risolutive del nostro problema sono: 


(X=sin a) |. 


’ 


h) 


sin p=% sn (Ve i, cos p=dn (I 


(45) 


Dalle formule trovate possono agevolmente dedursi tutte le parti- 
colarità cinematiche del movimento, anzi con tanta faciltà che appare 
superfluo soffermarvisi. In particolare dalle (45) segue che il movi- 
mento è un movimento periodico con periodo 7 (durata di un’oscil- 
lazione completa, cioè da 0=2a a 0= —2a e ritorno) dato dalla 


equazione 


Ve T=2K, 
donde si trae subito 
(46) T=2K Vi =a Vi (1 +4 i+ sli 


Per esempio, se l'ampiezza massima delle elongazioni del pendolo 
è di 10°, cioè è a=5°, la (46) mostra che il periodo d’oscillazione 
è dato, senza sensibile errore, dalla formula 


T=n (À (141 sin? 5°)—1,00197 Vi. 


cioè supera del 0,19°/, circa îl valore che sarebbe stato dato dalla 
ben nota formula elementare T-aVi/g, valida per a —- 0. 
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$ 6.- Un problema di trasformazione conforme 
posto dali’ Aerodinamica. 


In un importantissimo problema di Aerodinamica e propriamente 
nel problema della determinazione del campo aerodinamico intorno 
ad un biplano indefinito, che 
sta a base della teoria dei biplani 
(areoplani con due coppie di ali), 
la cosa più importante e più diffi- 
cile è la determinazione di una 
trasformazione conforme che muti 
il campo esterno a due circoli T, 
e In, privi di punti comuni (vedi 
fig. 40), nell'intero piano meno 
due segmenti rettilinei paralleli, 
soddisfacendo inoltre ad una certa 
condizione all'infinito. Occupiamoci 
della risoluzione di questo proble- 
ma, che costituisce una brillante 
applicazione della teoria delle fun- 
zioni ellittiche, seguendo l'elegante 
metodo all'uopo escogitato dal 
Prof. CARLO FERRARI (!); tanto 
più che ci troveremo qui di fronte 
ad un'applicazione di tipo affatto 
diverso dalle solite, e precisamente 
ad un'applicazione in cui le fun- Fig. 40, 
zioni ellittiche non s’introducono 
attraverso un problema d'integrazione, bensì attraverso alla loro 
specifica proprietà di essere doppiamente periodiche. 

A questo scopo, assunto come asse % la congiungente 0:0, 
i centri O, e O; dei due circoli dati T\ e T., e come asse 7 
la perpendicolare a questa retta passante pel centro O dell’in- 
voluzione determinata dalle intersezioni Ai, A e As, Ag di 00, 


(1) « Sulla trasformazione conforme di due cerchi in due profili alari». 
Mem. della Accad. delle Scienze di Torino, (2) 67 (1930). 


rem! 7 
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con IT, e I; (*), osserviamo in primo luogo che Za funzione 
elementare nh 
(47) Z=ilog-—2, 


dove c denota la metà della distanza fra i punti uniti 2, 
ed 2, dell’involuzione predetta (*), trasforma conformemente 
il piano z=r+iy in un'infinità di strisce parallele all'asse Y 
e d’ampiezza 2n del piano Z= X+iY, e, in particolare, il campo 
esterno aî due circolìî IT, e T; nei rettangoli staccati su queste 
strisce dalle due rette Y=a ed Y=-f, dove a e f sono due 
costanti di cui ora diremo. 


(4) Notoriamente dicesi centro di un involuzione fra punti di una retta, 
l’omologo del punto all'infinito della retta-sostegno. Ne segue in particolare 
che, detta D la distanza fra i centri dei due dati cerchi I) e {> ed indicati 
con R, ed R; i raggi di questi, il punto O della retta 0,0, da assumersi 
come origine delle coordinate è individuato dalla relazione segmentaria 


RR 
DD 


0,0- 00,= 


donde, essendo d’altro lato 050+ 00,= D, si trae subito: 
1 RR 1(p_B_ x) 
0,0=5(2+ o ) 00,=3(p 3) 


(@ I due punti £, ed £2, sono certo reali perchè le due coppie du A, 
e 43, A4y' sono separate. Inoltre, ricordando che l'equazione di una involu- 
zione assume, quando si prende come origine delle ascisse È, È proprio il 
suo centro, la forma semplicissima 


EE = cost.; 
si ha anzitutto che dev'essere 
2,0=09,=e 


e, in secondo luogo, che regge l'uguaglianza 


e = 0A, + 0A = (00, — R(00,+ R,)= 00} — RÎ 


* donde segue facilmente: 


c= PT RYAN RA. 
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Infatti, essendo evidentemente: 


X: —1 (log 245) are tg t_° are tg bt 


x 


Y=1R (0g £t0)=10g tI VE+G+9 
RR (toe FER) 0g pz le prtetà 
cioè 
(48) X=0—@,  Y=log®, 

4 


‘ dove r, ed rs denotano rispettivamente le distanze del punto P(x, 4) 
da 2, ed Q, e 0, e 0; gli angoli che le due rette Q,P ed Q,P 
formano con l’asse 7; è chiaro anzitutto che ad un determinato 
punto P del piano (z, y) corrispondono infiniti punti del piano (X, Y) 
aventi tutti la stessa ordinata Y ed ascisse X differenti per multipli 
interi di 2x,, ossia che la (47) trasforma conformemente il piano z 
nelle infinite strisce d’ampiezza 2x di cui più sopra è detto. Inoltre, 
avendosi per una nota proprietà di Geometria elementare (4), 
Fs/r.=cost.,, tanto sulla circonferenza Y) quanto sulla Ts, a queste 
due circonferenze corrisponderanno sul piano Z le due parallele 
all'asse X di equazioni Y=a ed F=—f, essendosi posto 

log (2) =; log { e 


Fa/su n \PL (a rn 


--h 


il che dimostra la seconda parte dell’ enunciato. 

Quanto ai valori numerici di a e f essi sono dalle formule: 
+00, Ri og D+ (DR, + R(D— RR) 
e—-(00,—R) È 2eD— (D-R + RD R- È) 


ico £+0:0— Ra _ 3 2D+(D+R;— R)D-R,- E) 
B=lo8 ;_t0,0=Rj 7° 2eb- DFE AND — ky) 


a=-log 
(49) 


che, fra l’altro, mostrano come a e f siano entrambe positive. 
Ciò premesso, fissiamo come immagine del campo esterno a 7°, 
e I» sul piano Z, il rettangolo 77 definito dalle disuguaglianze : 


—a<X<n, -B<Ys<a, 


(*) Alludiamo al teorema relativo al cosiddetto cerchio di Apollonio, e 
cioè al fatto che il rapporto delle distanze di un punto di una circonferenza 
da due punti fissi che separino armonicamente gli estremi di un diametro, 
si mantiene costante al variare del punto sulla circonferenza. 
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e supponiamo inoltre di aver già determinata una certa funzione ana- 


litica uniforme F(Z)=HX, Y)+in(X, 1) 


trasformante ulteriormente l’anzidetto rettangolo nell'intero piano 
(€, n) meno due certi segmenti paralleli all’asse È, nonchè tale 
che sia soddisfatta la condizione all'infinito 


(50) dr_d7.4 1,  (perz=co); (1) 
cosa potremo dire a priori su questa funzione? 

È chiaro anzitutto che se la funzione F dovrà esistere in tutto 
il piano Z e non solo nella striscia | X|<<x, e che se essa dovrà esser 
tale che, pensata come dipendente da 2 invece che da Z, risulti 
ancora una funzione uniforme; /°(Z) non potrà alterarsi quando Z 
si accresce di un multiplo qualsiasi di 2x, dovrà dunque trat- 
tarsi di una funzione periodica col periodo 2n. 

D’ altro lato, tenuto 
conto che alle due circon- 
ferenze SM e Y: del pia- 
no 2, cioè ai due lati oriz- 
zontali del rettangolo H 
del piano Z, corrispondono 
per ipotesi due segmenti 
paralleli all'asse £ del pia- 
no £, cioè due luoghi di 
punti ==cost.; essendo 


dF dt , dn 

az dx t* dx 
è evidente che su detti 
due lati orizzontali di H 
la derivata 


dF 
Fig. 4. H2)=F 
della funzione dovrà essere di necessità reale, epperò potrà essere, 


(!) Veramente nel lavoro di FERRARI è posto solo la condizione |dF/de|=1 
(per z= 00), ma è facile vedere che ciò non basta per giungere alla formula 
finale e ci vuole invece la condizione più forte (50). 
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con SCHWARZ, prolungata per riflessione (*) (F.A., Cap. IV, $ 1) 
nei due rettangoli H’ ed HW” (vedi fig. 41) uguali ed adiacenti 
ad H della striscia |X |, e, successivamente, nei rettangoli H' n, 
H”, ecc... Ma due riflessioni successive equivalgono ad una trasla- 
zione, quindi la funzione f() dovrà rimanere invariata, non solo 
(come la F) per traslazioni d’ ampiezza 2x7 parallele all'asse X, ma 
anche per traslazioni parallele all'asse Y d' ampiezza pari a due 
volte l'altezza del rettangolo H, cioè dovrà essere una funzione 
doppiamente periodica coi periodi: 


20=2n e 20'=2(a+f)i. 


Finalmente osserviamo che, avendosi manifestamente 
dz 2 
7 "de Z(c0)=2nn,  (n=0,+1,+2,...) 


la (50) può sussistere soltanto se la funzione f(Z) ha nel rettangolo 
fondamentale 7+ H”, un polo doppio nel punto Z=0, che è uno 
degli omologhi del punto z=co0, e, di conseguenza, un altro polo 
doppio nel punto « riflesso > —2if; poli i quali, essendo (A) 


dZ _2e 2e 1 
a e; tesglt 


dovranno avere per caratteristiche rispettivamente 


2e 2e 
x °° Gras 


Da quando precede e dal teorema fondamentale (Cap. I, $ 8) 
sulla rappresentazione di una funzione doppiamente periodica me- 
diante la {2 e la Z, discende senz'altro che la derivata /(Z) della 
funzione F°(Z) dovrà necessariamente avere la forma 


AZ)=2(Z|w, w)+ (Z+2îf| 0, 0)]+G, 
(!) Cioè stabilendo che in due punti simmetrici rispetto alla retta di 


riflessione la funzione debba assumere valori complessi coniugati. 
(%) Si tenga presente che, come immediatamente si deduce dalla (47), è 


“= pan=-<(3+} Z+...). 
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dove € denota una costante; epperò, integrando, si avrà 
(61) F(Z)=-2e[(Z|0, 0’) +5(Z+2if|@,@")]+ CZ, 


avendo tralasciato di aggiungere una costante d'integrazione che 
non avrebbe altro effetto se non di spostare l’ origine sul piano F. 

Finalmente, per determinare la costante C, serviamoci del fatto 
che per X=—a ed Y=a od Y=—f deve maniaca a 
tare F(Z+2n)=F(Z), perchè F(z) è funzione Unoo: dei punti . 
delle due circonferenze I) e I». Avremo così l'equazione 


F(Z+27)—F(2)= —20{[{(Z+20)—(2)]+[{(Z+2i8+2@)— 
— Z+268)]}}+2=C=— 
=-8en+2aC=0, 


donde segue 


di modo che si conclude che è 


F(Z)= —2e [zl 0, 0)+(Z+2if| 0, w)- 2 Z 


(52) on o'ela4fii 


Sarebbe facile verificare che la funzione trovata soddisfa effet- 
tivamente alle condizioni del problema. 

Il calcolo numerico della funzione F viene dal FERRARI effet- 
tuato mediante degli sviluppi in serie trigonometriche. Esso: può 
però venire effettuato, molto più facilmente e sicuramente, mediante 
le funzioni theta. Invero basterà all’ uopo servirsi delle formule (59) 
e (90) del Cap. III e cioè: 


19/0) 


'(u/2 SZ AEREA 
o Lu n= #07 


20 8,(u/2@) 


lu= 


con che la (52) prende l'aspetto: 


19 (2/22) 1 9IZ+ 2927] ih 80) 
(53) F(Z)=—0}7 9,2) ta d,(12+ 266/22) — Ba 8700) 


con 


da 
(54) que v=ett9. 
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Nel caso particolare notevole in cui, avendosi R,= R,, risulta 
n 2e+D—-2R, 

a=b=l08 > D+ 

e, di conseguenza, 2i8=w'; avvalendosi della (597) del Cap. III 
(p. 152) oltre che delle (59) e (90), la (52) può anche mettersi sotto 
la forma, più vantaggiosa pel calcolo numerico: 

7 = ott 92/22) 19/02/22) (1 £_ 80) | 
(69) FA cz ano ta ae Ta] © 
gq=e,  (Ri=Rì). 

I quozienti di funzioni theta che si presentano nelle precedenti 
formule hanno le espressioni seguenti: 


1 3 5 
lu— 392 così 6 cos Cut 
19/00/23" 39° cos - u + 59 coszu De 
ad 

a b(u/22) sinzu—g*sin gut gain lun... 


1 9/(0/22) ___ fgsinu— 89*sin2u +... 
a d(u/2a) 1—2gc08u+29i 00820 —...° 


19,0) _—1—279+ 12598... 
a 000) = 1-34 59... 


immediatamente deducibili dalle (51) del Cap. III; in essi, ai seni 
e coseni immaginari vanno sostituite le loro note espressioni me- 
diante le funzioni circolari ed iperboliche. 

Consideriamo come esempio il caso, considerato anche dal FER- 
RARI, in cui è 

R,=R.=1, D=6 
e, conseguentemente, 
e=l8, a=f=1,7628, g=—0,02943; 
e sia inoltre 
£=0,882+ 1,781. 


(4) Anche più semplicemente la (53') può dedursi dalla (53) servendosi 
della formula 
d'@+3/9) _ 9/0) 
det) dl 


subito ottenuta derivando logaritmicamente rispetto a v la prima delle (64') 
del Cap. III. 
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Preparando il calcolo di 7°(Z) mediante la (58’) troviamo anzitutto : 


sin3Z=0,599+0,8837 cos 1 Z=1,268—-0,417i 
sin Z—2,254+1,74î cos Z=1,85—3,11i 
sin 3 Z=6,52+1,68% così Z=1,65— 6,451. 


Ne segue, trascurando i termini dell’ordine di 9* e superiore, che è 
1 8,'(Z/2=) _ 1,259 — 0,4008 _ i l 
x B,(2/2m) — 0,599.+-0,882ì — 0,890— 1,195: 
1 9,'(Z/27) _ 0,265+0,205î _ ; 
Hi zia) = sortoinii "0922+0,211: 
8_9"(0) _ _B 0,9766 —0,5753 


epperò viene 
F(Z)=-—/8(0,350—1,1957+0,322+0,2117— 0,425) = 
= —}8(0,672—1,409)= —1,90+4,01î. 
Un calcolo di controllo ha per altra via fornito: 
F(Z)= —1,88+4,07î; 
in media, si ha dunque: 
F(Z)= —1,89+4,041, 
ciò che, se non va d'accordo col corrispondente valore numericamente 
trovato da FERRARI (ch'è invece, causa una svista, —1,52+4,1i) 
s’accorda però benissimo con la curva dal medesimo Autore trac- 


ciata con un metodo grafico fondato su una interessante formula 
approssimata. 


TAVOLE RIASSUNTIVE 


DELLE PRINCIPALI FORMULE 


N. B. — Le formule contrassegnate con (*) non si trovano 
esplicitamente nel testo, ma possono facilmente dedursi da quelle 
ivi riportate. Se il segno * segue il numero di una formula, per 
esempio (56°), ciò vuol dire che la corrispondente formula figura 
nel testo sotto una forma un po’ diversa. 
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CAPITOLO IL 
1 (u? 1 1 (if 1 1 
en teni+ (o) atani+t D(3+3+5) omimotzo) 
(18) _r 1 Ù 1 1 
Gocce X lia] 
4 1 
i Pesi Pw= Pu 
E (tu|to, t0') 1-20 (|, 0') 
(20) { SO (tu| to, 10) =1-9{9'(1| 0, 0°) 
Utulto, to') = tu] 0, 0) 
=, = 
(20) } erp tate =0 © Lo-v+0 
t= 0g 03=' 
(28) $'0,=0, (a=1,2,3) (29) &2'u=4({Qu—e)({Pu-e)(Pu e) 
(31) u= f hd _ 
5 Vile— e)le = ene — €) snlcizie 


(37-38) 

Go does — 0 DI È (0) DS ala, (©) Da=jd 
(39) = 4 fu gu 93, (41) $Plw; 92,9)! tu; 1-49,,t-593) 
(43) A=g9ì — 2793 = 16(9 — eg)°les — e) — e)? 


n 1 
(44) s' u= 660%u—- 99, P''u=120uf'u 


1 Ei 
(48) Pu=T+4 Lo u4 Lou 9 6 39399 
i lt ttaai etto igtte 


= Gr 93 gd 
“ dtt Le4 Zoo... 


49) î 23. 5° , 
ssi I I: 
sana «e 7% 
60 Putu)=i (Gab Pu — Pus= 
1 
& 2 (uni 0) + Peg — lP'uf'us 
UL, — Puy) 
1 1 1 
(52) Pu, {Puy E (u, + Us) 
Su l'un — +) 
(55) Pew= SEI 2 


. 6P3u— gof0u—g3 
(0) [E (u+ 0) — {0 Plu— fu Po =- P'ufd'v 
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(segue Cap. I). 
(6,7 eg)lez— €) . 
(56°) Pluto )=e,+ Bua (a, f, y permut. qual. di 1, 2, 3) 
pari, è f(u)— R(f2u) 
Se fiu) è | disp. > fu)=f0'u- Ru) 
qual. » fu) =R.(62u) + f0'u - R.({2u) (R, R,, R funzioni razionali) 
(69) to=n, (lo=n; (62) Zoo. = (Mm m=ntn', n=) 


(63) (+ 2m0 + 2n0')=/u+2mn+4+2n9', (65) n0'-go=lri 


Se f(u) ha nel parallelogr. fondamentale i poli a,, G3;...., a_ con le caratteristiche 


4) 
DA 
uan (uan (u— a) 


(*» ordine di molt. del polo an, A=1,2,.... ) si ha: 


en n-S [Anti — an + du Puo — 


ho 
Von 
— e P'luant. + DG, N PI 0 — an) + cost. 
si. 
(68) Cu+o)=lu+lv+ 7 Pu Pv 
u— (Pv) _ 13 P'u_ P'v 
(69) Put+o)= Perno) Prize) 
© PUu+9+ Piu-n=29u-3 SEO 
= 201 È La log (f?u— {Pv) 
, LIBISLA ue 
(70) Tit 1) cu=ull'(1-5)e* sla), vu — — 
(3) Pun È rogo, 
(74) eu eni seria vi tI privee 
9: 
aeree e A PI FI CFOTZI Reit 
(Co) outw=tet0 0 (= 21 +20) 


(+ se w/2 è periodo, —in altro caso) 
Se @,, dg...) dr; bi, bay dr sono due sistemi completi di poli e di zeri della 
funzione ellittica /(u), tali che sia a,-+a,z +... +a-=b,+ 23 +... +5, si ha 
n olu— b)o(u—bs).... o(u— br) 
(79) fiu)==c su aJoli ta)... ua)’ dove c è una costante. 
(80) fPu--@v=—0o(u+v)o(u—0)/otustv, (81) 'u=—0(2u)/otu 


TAVOLE RIASSUNTIVE DELLE PRINCIPALI FORMULE 251 


CAPITOLO IL 


(2-2) Pa) = ag + 40,28 + Gaya? + dar 4a, = 
=bole— 0) +45, — e) + 60,7 — 0) + 4ble—c)+b, 
ada H.— dr 
VP” "Je-oTa 
(5) (004 2)avtmta + 220 + 8)4T ot + 6008 + 1g mp + 
+20 + Dam + man =2"Y,  (m=0,1,2,..) 
(0) (2 — ma)boHma+ 28 — 20)b, Hm + 6(1— n0)by Hm, 


Ih= 


I +21 — 2m)b3 Hm — mb Hg = cla )  (@m=1,2,..) 
(16) ga=aga4+3az— 40,03, gs =a70,0, — 2908 + 2ayaza, — ala, — aì 
a [saran nai 
È Vea] Vie-gk=g 
. _1[P"(0) _ P'(a)) P' 
(19 = Fa) —_ CA 
um È dana stalla e=0 


1 vecia 1 
di=3 a i 957 9+3 Gelo, 
= —elid=ga=g; 1 
(20°) (Weierstr) { * pela isza+i 39 + 79% 
(8 pepati 


— (se 3 3%) H-Vit=ga=g/—0) 
(Per la riduzione alla forma canonica di Legendre, v. il quadro a pp. 76-77 del testo) 


\ 


® Ca 
82) = VSS 
(32) Fo, k) ran Zon b=/ 1-&? sin? 9 dg, 
d 
P 

(33) Io, n, k= f toi 1 sa 

» : É (1+ n sint 9)Vi1—# sin g 

d 
sd nnt aa 1=P dino 
(34) ir Ep, VIE sin? g cos g]y 
86) lr: e-/ de 
E Vie —e)la— es) —09) È, Vie—e)le—e)le=6) 
2/2 a/2 
98 = TERI 
(98) K ilmrrnri (47) E-fViTE pap 
0 


sila) 


(1) Cfr. p. 206. 


codici i 
n 
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(segue Cap. IM. 
uo etti ir) 0 
È ae ae 


(Vit ge — 95 + VE 910 _- 91 g, 
) o % 


og E nta — - 10) Lagoa» Pz 


aj ta) 


fe è um if; sese si ha, intendendo che gs e gg siano calcolati mediante le (16): 


ine anfv= ai — 45%, 
(8) a LISI di g 
aVa, Pu— Sv at f0'v= 2aî— 30,010, + 503 


© feud ri P'utiz os 
(o) fori ud gotut os 
; olu— v) 
O ev: [pp 7 e + 10E cu Fo) 


n [osu+f ad — Br (1g = e 
o [eriaciv Gp geo ni 


CaPITOLO III 


? sin gp=snv 
M -[r=%; (2) cos g=0Nv 
F Vi-# sin? g Vi—#sintp=dnv 
(8) anîv+en?ve=1, Ranve+dnv=1 
4 RT 5 PERR ) S 
Cn Li PASS sn? (Ve, — 63%) 
[men za=|/ Pau i 
Puc, a 
(6) <en (le gu= Pure (8) Pu— e, to 
\ and ei 030) Va 
@) Cfr. p. 206. 


(£) Le ultime quattro formule sono tratte da Jannxe-ExpE [20], p. 171, dove 
però la quarta formula contiene un errore di segno; così pure in TAnnERY-MOLK 112], 
t. IV, p. 110 (ultima formula). 
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(segue Cap. III). 


0) sl co) ela — o(0_+%) 
IO, 00, 
* Gu 
0) =ea rt 
(10) Pu—e, a 
1) si Sa®g ; I 
10 087 %a7 0g” (11) Vegme=—i Ve—6; (>a), 
(19) salame lece tz, enflaam=2%, ana nzuà=" 
Gu cu 
(13) du+ Ra = i eu = Bu + eso 
(15°) o.lu+w)=e, t/a, u; 


ea (1), ag =(-1)99, ag =(—1)MMtA) 


, A GyUU + Ggti + G30 p 7 
(16-16) f2'u 24 sa Pa 2VPue VWPu—e, VQu—e; 
(19) Ve, e0= E, Ve, e, w'=ik' 
(21) sn(v+2K)=—snv, cn(v+2K)=cn(v+%K')=>—cnv, dn (0+2iK')=—dn v 
; Csi uu 
(2) Pi lai (24)  K'=KW)=K01-#) 
(25) sn (—v)=—sn ?, en (—-v)=en v, dn (--v=dn v 
(26) =, pg Vena 
Ve,—e; 
d 
(28) Po renvdno, * =-—snvdn», done Renvenv 
sn'’v=—(1+%°— 24° an 2)snv 
(29) en''vu=—(1—-2£° sant v)env 
dn''vu=—k(1—2sn°v)dnv 
dv 5 
no=v— (1449) +1 +14+6) ù lo 
v Chi Da 
(30) SARE 
dn v=1 -R 7 a +78) Di easpsupa È at 
(44) SD YI, en Vv C08 #, dn vo cos dv (per w--0) 
(31) E(g, k)= f dn? v dv 
i 
6) Zo,b= = fe -u+t@u+o)- 3 Ging=sn da a) 
(32) Fip, ky=Ve, — egu 
(9) e=a@t?, 69) ETER)—i ELTT 


Ve — Presi 
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(segue Cap. IN). 
Vela LAI 47 ( E CA ) 
= Ve, ——— K = Ve,—e, 
(34) nete (E a ). n tre—e3 = 
(85) EK'+E'K—KK'=5 
sno, cnv, dov +snv ene, dn a, 
me tr)= 1—&? sn? è, sn? v9 
_eno ono, — eno, dov, snv, dn v 
(37) en (vi +%) i—# en! o, eni vi 
dn v, dn, — kE sn v, cn v,snvcnv, 
| dn (tr) = i Rata 
È , eno &) 
sn (iv k)=îi ana 7) 
) 1 
(38) cn (= 
i dn (v, k') 
dn n= 0,8) 
: 26n0, cn v, dn v 
sn (v, +0) + sn —v)= TE n 
2 cn? cn v9 
() en (7, + v,) + en (ov = aa ana 


2dnv dnv, 
du (+) tdn Mm = a aa 


snî v, — sn? vy 
sn (o, + va) sn (0 —v= p_ ran, ny 
en? v, — sn? v, dn? v, 
© en (o 4a) en ln ra) = 7 pani n 
dn? v — # sn? v, cn? 
dn (0+v,) dn (or) = gato anto 


2anvenvdnv / mi-pima: 
sn (29)= li gnto 2 14dnv 
ent v— sn? v dn? v Ù v_ env+dnv 
Pa sal (40) hs 
(40) cn (20) = 1-Pay (40°) enz= Trav 
dn ok ent vento TIE LETTERA 
| tnenS 1-#sntv su =\ 1+dnv 
Se è 
(41) cos p, cos ps — sin , sin gr Vi—=%® sin? g3= 008 93, 
per opportune determinazioni di g,, wr € Pa si ha: 
(42) Fw.) + F(ga) + F(w3)=0 
(429) E(9i) + E(w92) + Elga) = —#° sin g, + sin gs sin pg 
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(segue Cap. III). 


Ù 


(49) v= È ’ t= id 
(2) 
(45) dle+1)=—-9;(0), d+1)=—d(0), 
d(0+1)=98(1), d(v+1)=9,() 
(46) z= ei, q= gir ; aio 
(47) dleto= 929,0), Blv4 )=9!12-29,(0), 
Bse +)=gt2>9 (0), dl0+o)=—qg2-29(0) 


d(-9)=—d(1), 


(48) 
d(-2)=d(0), 


S 4) nr 
Gelo DI ipglitila =294 (sin av—g? sin 3rv+gÎ sin Sav—....) 


Ri —0 


d-9)=%0) 
d(—09)= DACI) 


(«-] 4X° A 
ni di 
ds(0) =Y Ri sima = 294 (008 av-+-9® cos 3rv+-9° cos 5204...) 


(50-51) jena) 
9:(0=Y gara 14+2(9 cos 2xv+9! cos 4rv+-9? cos 62v+-....) 
Me —00 
(ee) 
d,Mm= 3 (—1)nglin= 1—2q cos 2av—g4 cos 4rv-+-9? cos Bxav—-....) 
nR=—0 
Lu 9, Lu 
(56) cu= 20e?® 350 1 Que st 
68 ze 4 £1| 9/0) Pa 
(59) Pu=e +7 peo #0) (a=1,2,3) 
(581) P'u= LO LIOLAOLAMAO] 
10° 9(0)9;(0)9,(0)9% 0) 
(59) 190 n 
îu= 20 3) w 
2 w-1 7 
(61) 4237, = 30 = LEE, o=k, n 
1 
A 1)_g3% 1 
Pa (a+) (+3) 
1 
lo, (+3)=0, a (+3) 
(70) pad = ix i 
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(segue Cap. III) 
£ (o) 
d,(0)= 20094 sin mv II (1— 29?" cos 2rrv + 9°") 


nel 


È (Co) 
dx(0)=2909* cos av IT (1+ 29°" cos 2arv 4 94”) 


(71) % ei 
9, (v)= 0 II (1 + 29°”! cos 2aev + gt?) 
nel 
9,(0)= do ÎI (1— 248"-t 008 20 + g1"-9) 
nel 
' i. si m__Vx(0) _ 90) 
(71') do Ia — 9") e) Vk= EDI 50) 
(76) 98(0) +90) = #40) ì (78) = 9,0) =9x(0)83(0)0,(0) 
Vama=ileata= = #0 
(19) (Vatazile—a= È 80) (80) VR= VE 8,(0) 


Vatazilaza= 52 #0 


\ 
“ 1 d,(u/2K) _1/E dx(u/2K) Vr d(u/2K) 
(61t}: ande zum: VE BR I VE piu) 


(85) = +0 Î=I +80) 


1-R 
685) 90) -diM= ir Bo-Ta 0+%0= 7 B0+ #01 


ni 
(86) 910) + 90) = 20) + 210) \ 0" agi 1950 + 9701 
n la= 100 —20) 
7 4 [Ar 
(88) VA= 19 8,12(0) | FRESE n [8$(0) +240)] 


2 x 
= (£) 1080+80+201 


89 i 
Si n=i (5) 1950) + 880)1[94(0) + #10 1oto)— #40) 
er p_ 1 92) E 
(80) pen 870 (01) Y EP =3R due) + K 
ito 8/0) E 
enydny i 1 d.(0+4) MA 
(96) | sy n(o sn’ s) 31° 8,0 È) Î CAD I 
Fe, k) E logg=—= È I 
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CAPITOLO IV. 
(Da TannERY-MOLK [12], t. IV, pp. 112-118). 


Trasformazioni del prim’ ordine: 


1 i > . 
fsnuau=—iiogianut kon fenuau= i rog (anu— ins) 10)_ dee 5=( 0 i)=| È 
del le, a 


d dnut 
fanudu=il0g(enu—isne) sE slo e 


Jen snu ® Pu] d, d')= (vw, 0') 
du 1, dou+%'snu du ="Too enutit'snu dA) 1=% q=n+n (B) n=", n=— 
onu kE enu dnu dd E di u . i 
0=0, 0=054+20, 03=0 
SU gu Log OVE snu i Îe ik'—kenu ; v Vic, &=6 
onu “3 008 Tanu dn u ©“ 1a 18 — dna (9-94) ae” aa . 
Gqu= dt, ogu= 034; Oz == Ost 
uu ie 1 lo: 1-ksnu Sl du lo; i1-dnw . 
Idnu dn o 8 na 0,=03, o=0,—20,  oz=0—20 
du into LT dnu i log 14snu (9-9'8) = = ad 
snu “708 nu nu “7 eno osu= dz, © Ogte= 0%, 3016 
2 ae = = Ve, — 
snvenudu=— Lan snudnudu=-—enw 104) Vaa=le—@; Varg=zilaza, Vaca Sita 
E ( 
; i n i ici cer = pz i Ve, — e: 
O du enu | nu | caos) Va=zag=—ilena, Vata=-ila—0@, Vea=-ilama 
fenvanu demoni I snuenu [Gia u BEE (EE . dik di 1 k k'K k' k'(K'— iK) 
(11-11'4) k-g, F=mw Ù 
abiivaza “ly f du -((-E i 1 d,'(v/2K) & E sa. 
RO WR ni lsntu x) 2K d,(u/2E) (1-11°5) k=k, k=k  K=K, K=K 
1 E 1 d/(«/2K) n a DOS dro a pag. 168) 
all: x" Ts] (Per le formule di trasformazione di sn, en e dn, vedi il quadro a pag 
f du du 1 [E 1 93'(v/2K) x s) ’ B) F(wg;k')=—iF(p,%) 
si \_E'F(p,6 (14B)  F@py , 
I onu dulu  &3 (re “+ 5E A (144) FI (4 wi) EF 
1 E 1 dx (v/2K) > TE dino, = 008 p/Vi — È sin? 
dI 2 (4/28) P = L'ei Vi—=% sin? cos 4 = €08 p, 9 
Pa I E) u 3E n] (154) sin pau=l sin el! sin* 7, A 
r ingg=—ilg9,  c089g=5e0® 
pes du=logsnu [ seni Log enu (155) POTE i 
snu enu “ ik 1 E(9,1) k sing cosg 
snwenw ;,— lozd f snu I 1 dnu (164) P($4 alari Li E Vi sing 
dnu ci # an Jonwdna “7 #38 nu x VoeEsso ] 
(165) Epp: k)=i[Elo,  — Fo, )—VI# sin° 9 18 9 
f enu to snu dnu du= log 2% : a 
Jenvana “8 gnu Jenwenu “7 anu Ara) i=i1+47, v=v Q=-9 
fanu 1 dnu “enu dn u ; 1 =» log q -logg= 2? 
—— du= — — ll el v=- ge g-logg 
J entu ©“ po onu / sn? u du snu (175) i Lai Li 
in 
dn u enu fsnu 1 cnu *i ' =8,0|9) 
—;_ du=— —— [FR du=- Hat d(v|1+2=e*d(0|2) I0]1+)=8, 
I sn snu I dn? k'° dnu (184) ta d0|1+9=83(0]2) 
nu SOY dn i Iyo|1+)=etdav]7) 
Janu anu enu en 
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(segue Cap. IV). 


(22) 


Lage 
a(|-)=i|pe deo ur 
v|_1\_qf 7° #,(01-3)=)f 9,0]2) 
d(-1--)=|-e° d@9) i ii 
«(2 3) VE 4 1 E 
[La (215) #(01-3)—| 2 83(0|7) 
da bay e ao Î ; i - 
r t i LA 9,(01-5)=|f 8(0|2) 
a(7]-9)|E e" 0010 
9,09) 290) , (q1—-0 


Trasformazioni del second'ordine: 


2-09) 09-() 


(312) 
(810) 
(812) 
(34) 


(5L) 


(362) 


(371) 


(88'L) 


(421) 


(43-43' 


© (u 10) Pu+Pumo)_a 
£ (uo, È Sì $Pu+ SP (u— 03) — eg 
© (ulo 2t)- $Pu+ Pu - 0) — e, 


6 (8) =e+ Ve, «= Vere; 


cea . 
eg ler— 63, eg=— De, 


ee +2Ve,—erle,—%, e=e,—2Ve,- 


s(e|$> 00°) tu + Glu Po) + eum 


} 1 5 
m=mt i+ 5 (09 + 03), Na = 23 + 6,03 


\ de 
(OL) cafe pete ost + 03 


e. petae 
UULAESSI vr. (ciu — Ve, — ez Ve, — 230%) 


(eo 


sa +#)Ve— eg 
43”1) Vere =(1-W)Ve,Tag (HAL) 
Ve,me=2 VE Ve —e 
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#=2V#/1+#) 


È-1-#)/1+k) 


17* 
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(segue Cap. IV). 


(46Z) 


(446) 


450) 


(46L) 


(471) 


(48L) 


(49) 


sea 


so (+6 pp] 048) 
1-1 sa i 
ca (+ FE] = cHe e 


k' 1-(1—#') sn? 
gn[(+#1 ei "i 


V% da 
di fa +0, 2 i cnvdnv 


1+k%sn?v' 

2Vk]_1-%ksn?o 

an[1+#0, 14%] 1+&ksnv 
v=2v Li 3=2, d=@ 


1 d,(0)9,'(0) 


980 dl ie eni 
AZIO 084007 3 13,08,0) 


d'(0|22) 
9,(0|/2)= 6 Llio_ #0 


#0120= E L 80) + #0 


4,0|/2)= le 9:(0)9,(0) 


; d, 
9,(20|2)= Gu Do 
sat _ HOT 
| Pa(20129)= "sao]a — 29012) 
) +91 _ E0+ 4) 
Pale 129 = 3012) 2310/21) 
d,(2)9, (0) 
d,(20|2)= EXO DE) 


29,(9)9 (080), (0) 
ds(0)9:(0)9,(0) 
VOLATO RUI) 
Is(0)95(0) 
MIT + TAI) 


d,(20)= 


9,20) = 


d(20) = 


d,(20) = 


95(0)9:(0) 
do — di) _ 
dio) 


CAO AC) 


00) 


SRL EI IORIITe 
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N. B. - Le quantità designate nel testo coi simboli indicati nella prima colonna, sono designate dagli altri AA. coi simboli 


indicati nelle successive colonne. La citazione JAcORBI si riferisce ai Fundamenta nova. 


© 
Uci si 
8 8 a % 
(segue Cap. IV). lai - e E SE 5 S 
, È I È i | e £ £ I è 
È = Fi 2 
(52-54) f i dI 2 (2 122) 2g(è i é 
al | 2abcos9 +5 a+b \a+b}) a \a = Ò 
. 4 È £ E 
È (14 £') sin g cos g sz ta - - 2 - 
(58°Z) siny= —L ___T.0* (53"Z) sio © bi hi @ ® 3S è è DI 
Vi—Wsing 9) to E 3 n ! E © ® © i N 
j A S Ei 
A 14% ; Ss DI È 
(55-56Z) k---_K E- ari (E+#'K) o 
) 1-8 a ® $ 
(50'L) sr t7p)=0 +4)F(0, k) = le dia 3 E E ES E 
’ (ATRIA _w 8 SE si SS £ 
GDO E(Tpp) pie M+E FI ITE sin g| E 
na 
00 1 
(59) Ka=E I 5 I) 
2 pg 1+%" S i 
È 
sa 1 ia 
2VE7 nta = (0 + d È sj S 
h'=k, kut= ppi oppure 4 = 2» con Vasi iii 5 s > = i 
Li tt bat = Vandn Fi è È È 1 |f ® & î £ » £ 
(65) Ma, b= e (a, =b) 9 ni = E g I I LL ES È & 
Si = (002 da), (| A È bi 5 d 
2K (11 56/08) 20 1- SI E E 
ola é 
(67) M[93(0), &(0)]=1 - | L 
s dE d(K—E = = 
(69) ue EE ri) METE Lg (ci = 
Fi n L 
dE dK_ E 2|É bi i È 
69’ E È dt e = 
(69') reo baia z È <> DO = z € S 3 i è È 
: 5 È) ® = SÈ £ 
(70) ge DE SE-F 21) FF) _p_ sinpcosp E ® EI È 5 
de da Vi-W# sin?p & = 
d dp E #  singceos 3 Sì ZIE 
(71) I 3> uc; 3; i è £ È ©I® 
O (1-7 sin? gp)? Fsina les] s Sea ® I 
SON Ss ® & 
(N 
CAPITOLO V. x 
Se è ig 19), si î IÎ 
a VET (0<%1<x/2), si ha (3) F(g,,%)=K@— Fg, 4). & È L 
- “ & los 
è Li LI Di ; A Lc È RI toni 2) 
Se s è l’arco dell ellisse x°/a® + y°/6*=1 compreso fra i punti (2=0,y=b) 2 ® x à 18 Gi ci 
e (z=asinp,y=b cos p) si ha (per 0<p<a/2): Ei + È Î € E ES £ as SIE 
(6-9) s=afg,i cn balia, 3| | sE|||8# Ss 
tu 
Se 7 è la durata d’una oscillazione completa di un pendolo di lunghezza /, 5 È Bi dl d ia) 
la cui massima elongazione angolare è + 2a (0O<a <n/2), si ha È L i î 
I È ù 
(46%) T=2 VE 3 E in 0). SÌ i 


[1]. 
[2]. 
[3]. 
[4]. 


[5]. 


[6] 


[71 


[8]. 
[91 


[10]. 
[11]. 
[12]. 
[13]. 


[14]. 


[15]. 
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ABEL 4, 5, 6, 18. 

Apams 210, 264. 
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di {0 36. 

— — di sn, en, dn 119. 

Amplitudine 4, 171. 

Andamento dei valori reali di {2 52, 
54, 56. 

— — di sn, en, dn 109-110, 118. 

— — delle funz. & 137-140. 

APOLLONIO (cerchio di —) 241. 

APPELL-LACOUR 263. 

Araba Fenice 198. 

Area dei parallelogr. dei periodi 12. 

Asta caricata di punta 226-235. 


BERNOULLI 2, 53. 

BESssEL 220, 222. 

BIANCHI (L.) VII, 6, 40, 74, 81, 95, 142, 
163, 178, 181, 185, 187, 262, 263. 

Biplano 239. 
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quadr. fondamentale 71-73. 

Bisezione dell’arg. (per sn, en, dn) 
120. 
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Costruzione della funz. $? 20-22. 
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268 INDICE ALFABETICO 


Degenerazione delle funz. di WeIER- 
sTRASS 58-59. 

— delle funz. sn, en, dn 123. 
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— — per sn, cn, dn 120. 
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DurÈcE-MAURER 74, 263. 
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— — sulle funz. sn, cn, dn 166-170. 
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Identità di due funz. $? 23-24, 159. 

— di JacoBI 147. 

Integrale completo di 1° specie K 
86 e seg. 
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Iperbole (rettificazione dell’ —) 215- 
219, 


JAHNKE-EMDE 30, 57, 79, 82, 108, 139, 
140, 194, 207, 209, 210, 212, 213, 
219, 222, 223, 252, 262, 264. 
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Trasformazioni di 1° ordine delle 
funz. sn, cn, dn 166-170. 

— — delle funz. F ed E 171-173. 

— — delle funz. è 174-177. 

— di 2° ordine delle funz. di WEIER- 
STRASS 185-191. 

— — delle funz. sn, cn, dn 193-194. 
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VIOLA, v. ConFORTO e VioLa. 


WALLIS 2. 
WEBER, 67, 163, 268. 
WHITTAKER- WATSON VII, 268. 


YouxG (modulo di — fittizio) 234, 


Zeri di $' 25. 

— delle funz. o, 104, 

— € poli di sn, en, dn 104, 116-117. 
— delle funz. 3 126. 


ALCUNI SIMBOLI (*): 

01, €2, €3 25, 28, 134, 150, 165, 188-189. 

E, E' 90, 113-114, 201, 206, 214. 

92) 93 28, 67, 150, 180, 

J 178-180, 183. 

4, k' 70-74, 98, 105, 107, 113, 134, 
146, 149, 166, 168, 170, 183, 193 
195, 202. 

K, K' 86-87, 103-106, 113-114, 123, 
134, 148, 166, 168, 171, 200-206, 
238. 

Q126, 131, 139, 149, 174, 176, 195, 262. 

Q 142. 

84; Sgr. 27, 32-33. 

® (per le sn, en, dn) 103; (per le fun- 
zioni d) 124, 174, 195. 

w 19. 

2 125, 195. 

4 29, 51, 150, 188. 

Mm n’ 41, 90, 113, 151, 164, 

Mir Mar Na 42, 190, 262, 

7 47, 262. 

t 12, 24, 124, 174, 179-180, 195. 

®, @' 11 e seg. 262. 


Ù) 


01, Wo, Wz 25 e seg., 262. 


(*) Si indicano le pagine dove si trovano la definizione dei simboli ap- 
presso indicati e le più importanti formule che ad essi si riferiscono, 


ERRATA-CORRIGE 


Pag. 44, riga 14, in luogo di: Per la (6)... leggere: Per la (66) 


» 55, formule (86), il primo membro della 22 form. dev'essere ©’ e non è. 
» 87, formula (41), entrambi î logaritmi sono iperbolici, cioè in base e, 
» 141, formule (69), il 2° membro della 4* formula deve essere preceduto 


dal segno —. 


» 207, riga 6 dal basso,in luogo di: LEGENDRE [8], leggere: LeGENDRE [10]. 
» 217, formula (12’), in luogo di; tg*, leggere: tg g*. 
» 252,formula (48), entro la[]i due + sono da cambiare in —,come è a p. 90. 
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